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Abstract

Dans ce travaille on va essayer de présenter une synthese sur les différents résultats de conver-
gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.
Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte . L'analyse couvre plusieurs
classes de méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonctions réguliéres non né-
cessairement convexes. Dans la premiere famille, ce sont certaines propriétés de la méthode de
Fletcher-Reeves qui jouent un role crucial, tandis que la seconde famille partage avec la méthode
de Polak-Ribiére-Polyak une propriété importante.
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1 Introduction

Soit f:R" — R et (P) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant:
(1.1) min {f(x) : x € R"}

ou f estréguliére (contintiment différentiable) et ¢ est son gradient. Notons par gi le gradient de f
au point x .

Rappelons que les différentes méthodes du gradient conjugué génerent des suites {x; } de la forme
suivante:

(1.2) Xg1 = Xk + agdy
ol la direction recherchée est définie par la formule de récurrence suivante:
- ik=0
13 dy = 80 SHE=
(1.3) k { — 8k + Pidr—1 sik > 1

Le coéfficient B, détermine la méthode du gradient conjugué, le pas a; € R™ étant déterminé par
une recherche linéaire

2 Recherches linéaires inexactes

2.1 Laregle d’Armijo

La régle d’Armijo [2, 1966] impose une contrainte sur le choix de &y suffisante pour minimiser locale-
ment f(ay).

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion p €]0,1[ de ce
que ferait le modéle linéaire de f en x;. Cela conduit a I'inégalité suivante, parfois appelée condition
d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

(1.4) fx+ agdde) < f(xe) + pa VT f (xi)di

2.2 Laregle de Goldstein&Price

Les conditions de Goldstein & Price ([23, 1969]) suivant sont, comme on va le prouver,suffisante pour
assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment de 'algorithme qui calcule le

parametre .
Etant données deux réels p et o tels que 0 < p < J < 1; ces conditions sont :

f(xi) + pa VT f (xi)dy (15)
f(x) + 6aV T f(xi)di (1.6)

f (x4 ady)

<
f(xk + Dédk) >

2.3 Laregle de Wolfe

La conditions (2.8)-(2.9) "regle de Goldstein&Price" peuvent exclure un minimum ce qui est peut étre

un inconvénient.
Les conditions de wolfe ([42, 1969]) n’ont pas cet inconvénient.
Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < o < 1, ces conditions sont :

flxe+ade) < f(xe) +paVTf(xi)dy (1.7)
VIf(xe+ad)de > oV f(xi)dy (1.8)



2.4 Conditions de Wolfe fortes

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire, voir chapitre4) il est parfois
nécéssaire d’avoir une condition plus restrictive que (2.11).
Pour cela la deuxieme condition (2.11) est remplacée par

ljva(xk +adk)dk] <o lVTf(xk)dk‘ = VT F(x0)dy.
n aurra donc les conditions de Wolfe fortes ([43,1971]) :

flxp+ady) < f(xk)+p0¢VTf(xk)dk (1.9)
‘va(kadk)dk‘ < —oVTf(x)ds (1.10)

2.5 Laregle de Wolfe relaxée
Proposée par Dai et Yuan ([11, 1996]), cette régle consiste a choisir le pas satisfaisant aux conditions :

Flae+ady) < fxg) +paVTf(xp)di (1.11)
aVTf(x)de < VTf(xp +apdi)de < —0o V7 f(xp)dy (1.12)

2.6 Recherches linéaires non monotone
2.7 larecherche lineaire nonmonotone d’Armijo

Soit 0 < A; < Ay, 0 € (0,1),0 € (0,1), et que M est un entier positif; supposer que, lors de la ieme
itération, un proces avant le pas &y € (A1, Az) est donné. Le nonmonotone de recherche en ligne est
de choisir la premiere nonnegative ki entier tel que le pas

(1.13) ap = wpo'
satisfait
1.14 di) < _) + gl dy,
(1.14) fxx +agdy) < ngj?éﬂnﬁk)f(xk i)+ oargy di
ou
(1.15) m(0) =0 et 0 <m(k) <minm(k—1)+1,M—1], k>1

2.8 Recherche lineaire non-monotone de wolfe

Déterminer Ay, tels que:

. < : T
(1.16) ff(xx + ady) < Og]@arf(k)f(xk—]) + Pk Ak,
(1.17) | (g (i Axdi) , di) | < —gi dy

1a ot1 0<p<6<1 /2et ot 'ordre de nombre entier {m(k)} est produit par la formule
(1.18) m(0) =0,m (k) <min{m (k—1)+1,Mp},

aou Mp)o est un nombre entier.



3 Les différents formules pour 5, :

Si on note yx_1 = gk — gk—1, On obtient les variantes suivantes:

T —
(1.19) ES = dng (fk gk_l)), Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel
k—1\8k — 8k-1
3 Yk
(1.20) PRE — H k I Gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak
8k-1
FR Il
(1.21) = || 2 Gradient conjugué variante Fletcher Reeves
8k—1
(1.22) ,SD = dHTng Gradient conjugué variante descente conjugué
Ok 18k-1
DY lgxll* ;
(1.23) By = T o Gradient conjugué variante de Dai-Yuan
k—1Yk—1
Méthodes hybrides

Les méthodes hybrides sont des combinaisons de la méthode de Dai-Yuan et de la méthode de
Hestenes-Stiefel.

Ces méthodes ont été construites par Dai et Yuan ([15, 2001]). On obtient a partir des formules
(3.12) et (4.6) les méthodes hybride suivantes:

1¢* méthode hybride

Le coefficient B, est déterminé par la formule hybride suivante

(1.24) B = max { c,Bk ,mm{ ,Ijs, EY}};
Ouc=:2
2¢me metflode hybride

Les coefficients B, sont déterminés par la formule suivante:
(1.25) B = max {O,min{ ,Ijs, EY}};
N 1—
Ouc= Hig
4 Synthese des résultats de convergence des méthodes du gradient con-
jugué

On expose dans ce chapitre une synthése concernant la convergence des différentes variantes du
gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte



4.1 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Fletcher-Reves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire (version Flecher
Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte a été démontré par Al-Baali ([1985]).
oTouati Ahmed et Story ([41, 1990]) ont généralisé ce résultat pour

(1.26) 0< B, < Bt

o Gilbert et Nocedal ([21, 1992]) ont généralisé ce résultat pour

(1.27) 1Bl < BER.

e Récemment, Dai et Yuan ([10, 1996]) a montré que la méthode FR ets globalement convergente

avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.
On donne dans ce paragraphe les principaux résultats de convergence de la méthode du gradient

conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte [Gilbertet et Nocedal], aussi
avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée [Dai et Yuan).

4.2 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Polak Ribiere

Polak et Ribiere ([1969]). Il établit la convergence de cette méthode pour une fonction fortement
convexe avec une recherche linéaire exacte.
Remarque 3.4. Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut ne pas converger.
Remarque 3.5. Powell [(38,1984)] a donné un exemple de fonction pour laquelle I'algorithme

génere une suite {x;} dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire. On peut trouver des
remedes simples a ce comportement inattendu [21, 1992]. Le plus simple et apparemment le plus
efficace est de prendre

(1.28) B = (B ")t =max(0,8%"),

ce qui revient a redémarrer I'algorithme chaque fois que B; X" < 0.0n peut montrer la convergence

globale pour cette valeur de B, et une recherche linéaire adaptée.
Les performances numériques de cette méthode sont trés semblables a celles de la méthode de

Polak-Ribiere.

4.3 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version(Dai-Yuan)

Récemment Dai et yuan ([9, 1998]) ont introduit une formule pour S,

Cette méthode possede plusieurs propriétés, par exemple elle possede la propriété de descente
a chaque itération et la convergence, si le pas est déterminé par la regle de (Wolfe faible, ~Armijo et
Goldstein), si f est strictement convexe ou réguliere.

4.4 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué avec la recherche lineaire non-
monotone

La méthode PR converge si en utilisant des recherches linéaires non-monotone (GLL)
La méthode HS converge si en utilisant des recherches linéaires non-monotone (GLL)
4.5 Résultats de Convergence du 1°*¢ méthode hybride

Cette méthode possede plusieurs propriétés, par exemple elle possede la propriété de descente a
chaque itération, la convergence au sens



(1.29) klim inf ||gk]| =0
si le pas est déterminé par la regle de Wolfe faible.

4.6 Résultats de Convergence du 2°™¢ méthode hybride

Cette méthode possede plusieurs propriétés, par exemple elle possede la propriété de descente a
chaque itération, la convergence au sens

klim inf||gel] =0

si le pas est déterminé par la regle de Wolfe faible.
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