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1. Résumé

1 Résumé

Dans ce travail, nous obtenons la relation entre le spectre ponctuel borné d’un
générateur A d’un Cj -semi-groupe et son adjoint A*.
Ces relations se rapprochent avec les résultats d & Lyubich-Phéng et Arendt-Batty,
résultats de stabilité donnés sur les Cy -semi-groupes positifs.
Apres le théoreme de Liapunov sur la stabilité classique, beaucoup de contributions
ont été établies dans le but d’obtenir des généralisations de ce théoréme en dimensions
infinies. Un des résultats les plus récents dans ce contexte est le théoréme sur la
stabilité di & Arendt-Batty et Lyubich-Phéng.



2. Abstract

2 Abstract

In this work, we get some relations between the boundary point spectrum of the
generator A of a C -semigroup and the generator A* of the dual semigroup. These
relations combined with the results due to Lyubich-Phéng and Arendt-Batty, yield
stability results on positive Cy-semigroup. After the theorem of Liapunov on classical
stability, a lot of contributions have been made in order to get generalizations to
infinite dimension of this theorem. One of the more recent results in this contexte is
the stability theorem due to Arendt-Batty [21]et Lyubich-Phéng [30].



3 Introduction

La théorie des semi groupes fortement continus des opérateurs linéaires sur les
espaces de Banach est devenue un outil indispensable dans un grand nombre des
étendues de I'analyse mathématique.

Beaucoup de travaux montrent une progression remarquable de cette théorie dans
de différents domaines mathématiques et physiques.

Récemment, un grand nombre d’applications de la théorie des semi groupes a été
utilisé dans I’étude de controle, des processus de Markov, la théorie d’approxima-
tions, la théorie ergorique et la théorie de la stabilité des systémes gouvernés par des
équations différentielles sur les espaces de Banach.

Cette théorie joue un role central dans 1’étude de l'existence, de 'unicité et la
dépendance continue des solutions des équations différentielles (les problémes bien
posés) et leurs propriétés de régularité. Ils permettent de décrire le comportement
asymptotique des solutions des équations différentielles.

11 est nécessaire en analyse fonctionnelle ( par exemple, dans la théorie spectrale)
de considérer les espaces vectoriels et algébriques sur des domaines complexes.

Ce mémoire est composé d’une introduction dans laquelle nous avons présenté
I’essentiel de notre travail, de quatre chapitres et enfin une bibliographie.

Dans le chapitre I, on a rassemblé I’ensemble de toutes les définitions, les pro-
priétés et les théoremes indispensables & notre thématique.

Dans le chapitre II, on a étudié la stabilité asymptotique des équations différen-
tielles linéaires dans un espace de Banach. Nous avons montré que si I'intersection de
o (A) avec I’axe imaginaire est dénombrable et que A* n’admet aucune valeur propre

purement imaginaire, alors le probléme de Cauchy pour ’équation différentielle
T(t)=Ax(t), t>0

est asymptotiquement stable.

On a considéré ’équation différentielle suivante
T(t)=Ax(t), t>0 (1)
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dans un espace de Banach complexe X, oul A est I'opérateur linéaire fermé de do-
maine dense D (A) C X.

Le probléme de Cauchy pour I’équation (1) est stable (ie, par définition I’équation
(1) admet une seule solution x (t) bornée qui dépend de fagon continue de la valeur
initiale x (0) € D (A)) si et seulement si 'opérateur A engendre un cy-semi-groupe
{T'(t),t > 0} lequel est borné ie

sup |7 (¢)]| = M < . (2)
t >0

Au chapitre III, on a étudié le comportement asymptotique des solutions d’une
équation différentielle qui est liée fréquemment aux propriétés spectrales de 'opéra-
teur fondamental. Cela est bien illustré par le théoréme de Liapunov suivant.

Soit A une matrice n x n . Alors tlim U (t) x = 0 pour toute solution U de 1’équation

Ut)=AU(t), t>0
si et seulement si le spectre de A appartient au demi plan gauche ouvert.

Le chapitre IV est le travail central de ce mémoire dans lequel nous avons considéré
la relation entre le spectre ponctuel borné d’un générateur A et son adjoint A*.Ces
relations se rapprochent avec les résultats dii a Lyubich-Phéng et Arendt-Batty,
résultats de stabilité donnés sur les Cy -semi-groupes positifs.

Apres le théoreme de Liapunov sur la stabilité classique, beaucoup de contributions
ont été établies dans le but d’obtenir des généralisations de ce théoréme en dimensions

infinies.



CHAPITRE 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous allons exposer ’ensemble de toutes les notions de base
utilisées dans notre travail, & savoir les définitions importantes et les théorémes fon-
damentaux (voir [34] — [38]).

1 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.1 Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur le corps K et soit F' sous en-
semble dans E. On dit que (F,+,.) est un sous espace vectoriel de (E,+,.) si et

seulement si

1. F non vide c’est-a-dire F' # ¢.
2.VxeF,yeF: x4+yeF.

3 VYexeF, Ne K: \x € F.

Proposition 1.1 Soient Fy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E alors Fy N Fy est

un sous-espace vectoriel de E.
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3. Espace de Banach

2 Espaces vectoriels normés

Définition 2.1 Soit E un espaces vectoriel sur k =R ou C.

Une fonction ||.|| : E — R" est appelée norme sur E si

1. |lz] = 0 <= 2 = 0.
2.VANEK Y z€E | ] =\ |]|.
3.V (z, y) € E?, [lz+y| < [l=] + |lyll-

Le couple (E, ||.||) est alors appelé espace vectoriel normé.

Remarque 2.1 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé surk =R ou C. On dispose

alors toujours d’une inégalité supplémentaire
V(z, y) € B2 [llz]l = Iyl < llz -yl

appelée deuxieme inégalité triangulaire.

3 Espace de Banach

Définition 3.1 On dit qu’un espace normé (E, ||.||) est de Banach si pour toute
suite de Cauchy dans E est converge, cela veut dire que E est complet comme un

espace métrique de la distance associée comme norme.

Exemple 3.1 Les espaces (R, |.|), (C, |.]) et (¢ ([a, 0], R), |.||.,) sont de Ba-

nach.

Proposition 3.1 Si (E, |.||) est un espace de Banach et F un sous-espace de E
alors E /' F' est de Banach.

Corollaire 3.1 Toutes les normes sont équivalentes dans les espaces de dimension

finie.
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5. Les opérateurs

1. Tout espace normé de dimension finie est de Banach.

2. Si F est de Banach alors £ (E, F') est de Banach.

4 Ensemble dense

Définition 4.1 Une partie D d’un espace topologique X ; est dite dense dans X si

ca ferméture D coincide avec X c’est-a-dire D = X.

5 Les opérateurs

Définition 5.1 Soient X, Y deux espaces vectoriels normés.
A:D(A)cCcX—-Y.

A est une application d’une partie D(A) de X dans Y.
A est dit un opérateur linéaire si et seulement si D(A) est un sous espace vectoriel
de X et

VA, M eR, z, y € D(A): A (Mz+ \ay) = MAx + M Ay.

5.1 Deéfinition d’un ensemble borné

Définition 5.2 On dit qu'un ensemble K est borné s’il existe une boule B (0, )
pour r < oo telle que K C B (0, r).

5.2 Opérateur linéaire borné
Soit A : X — Y est dit borné si

1. A (B(0,1)) est borné dans Y.

2. L’image d'un borné est un borné.
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5. Les opérateurs

3. Je>0telque Ve X :|Ax|y <c [z -

On appelle la plus petite constante ¢ vérifiant I'inégalité ||Az|, < ¢ ||z|y la

norme de 'opérateur A et on a

[Azlly < lA]l flzllx -

5.3 Opérateur linéaire continu

Définition 5.3 Soit A un opérateur linéaire de X dans'Y.

A est continu en xg si lim Az = Axg.

T—xQ
Propriétés
Soit A un opérateur linéaire de X dans Y, alors les assertions suivantes sont

équivalentes

1. A continu sur X.
2. VxeX; A continu en x.

3. A continu en 0.

Il éxiste une relation plus forte entre les opérateurs bornés et la définition de la

continuité, la proposition suivante explique cette relation

Proposition 5.1 Tout opérateur continu est un opérateur borné

5.4 Opérateur dissipatif

Définition 5.4 Soit A: D(A) C X — Y tel que X,Y deux espaces de Banach.
A est dit dissipatif si

VA>0etVreD(A) ona |[[(M—A) x| > Xz .

13



6. Semi-groupe

6 Semi-groupe

Considérons le probleme de Cauchy suivant

t=Au t>0
u (0) = ug

si A est un nombre ou bien une matrice on a
u(t) = e ug.

Donc la forme de la solution dépend de la possibilité de définir la fonction exponen-
tielle.

Définition 6.1 Pour tout A € M., (C) et pour tout t > 0; la matrice e est définie

par
2. th Ak
=3 o (1.1)
k=0 ’

si on choisit une norme de (1.1), la norme correspondante dans M, (C), on peut

montrer que (1.1) est une suite de Cauchy donc elle converge et elle vérifie
HetAH < et”A”, t>0.
Proposition 6.1 Pour tout A € M, (C) lapplication
teRT = e M, (C),

est continue et vérifie

1. elt+9)A = etdesd pour t, s > 0.

2. 04 =1,

Définition 6.2 On appelle (etA) >0 le semi-groupe a un parameétre engendré

par la matrice A € M, (C).
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6. Semi-groupe

D’une maniére générale on a

Définition 6.3 Soit X un espace de Banach et L (X) l'espace des opérateurs
linéaires bornés dans X.
Une famille {T (t), t > 0} d’opérateurs linéaires bornés sur X est dite
semi-groupe St

1. T(0)=1d {Id: identité}.

2.T(t+s)=T(@)T(s) Vi; s>0.

6.1 Propriétés du semi-groupe

1. Le semi-groupe {7"(t), t > 0} est dit uniformément continu si

tligrgo 1T (¢) — [”L(X) =0

2. Le semi-groupe {7T'(t), t > 0} est dit fortement continu ou bien Cj- semi-
groupe si
tlimo T (t)x — x|y =0, Vo e X

Ou bien
IimT (t)x =z, Vo € X.

t —0
L’application t — T (t) est fortement continue au point ¢ = 0 c’est pourquoi

on 'appelle Cj -semi-groupe.

6.2 Générateur d’un semi-groupe

Définition 6.4 Le générateur d’un semi-groupe {T (t), t > 0} est l'opérateur
A:D (A)CX =X
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6. Semi-groupe

défini par
T (t)r —
D (A) = {x € X: lim# exz'ste}

t —0
et pour tout x € D (A)
Tt)x—=x

Az = lim
t —0

6.3 Le dual d’un semi-groupe

Soit X un espace de Banach d’un dual X *on note par (z*, x) ou (z, z*) la valeur
de z* € X" et x € X.

Soit S un opérateur linéaire de domaine dense D (S) dans X. On rappelle que S*,
I'adjoint de S, est un opérateur de D (S*) C X* tel que

e X*, y* € X* tel que :
(x*, Sx) =(y*, =) Yo e D(S)..(1) et

D (5*) =
(5% si x* € D (S*) alors y* = S*z* ou

y* est un élément de X* satisfaisant (1)

Pour la suite on suppose que D (S) est dense dans X.

Lemme 6.1 Soit S est un opérateur borné dans X. Alors S* est un opérateur borné
dans X* et [|S]| = ||5™|

Remarque 6.1 On note par {S*(t), t > 0} le dual semi-groupe, qui n’est pas en

général un semi-groupe, il est un semi-groupe faiblement continu, c’est-a-dire

lim (z, 5" (t)z* —2") =0V e X

t —0

Si X est rélexif, le dual semi-groupe est faiblement continu en t = 0. Alors il est un

Cy-semi-groupe.

Lemme 6.2 Soit X est réflexif et A: D(A) C X — X est un opérateur fermé

densément défini. Alors A* est un opérateur fermé densément défini.
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7. Divers types de convergence de classes de fonctions mesurables

6.4 Le bidual d’un semi-groupe
Définition 6.5 Soit T : D (T) C X — X un opérateur linéaire et soit X© un sous
espace de X, lopérateur

T°:D(T°) € X® — X©.

défini par
D(T®)={zeD(T)NX®, Te € X®} et
TOx =Tx; Vo e D(T).

s’appelle la partie de T dans X©.

En ce qui concerne le cas réflexif ; nous avons

Théoréme 6.1 Soit {S(t), t > 0} un Cy -semi-groupe de contractions sur X, d’un
générateur A et soit {S* (t), t > 0} le dual semi-groupe.

Si A* est adjoint de A et X© la fermeture de D (A*) dans X*. Alors la restriction
SO (t) de S* (t) a X© est un Cy -semi-groupe de contractions, le générateur A® est
la partie de A* dans X©.

Définition 6.6 Le Cj -semi-groupe de contractions {S® (t), t > 0} dans le théo-
réme précédent, est appelé le bidual de {S (t), t > 0}.

Remarque 6.2 Si X est réflexif, nous avons X© = X* et le bidual de {S (t), t > 0}
coincide avec son dual {S*(t), t > 0}.

7 Divers types de convergence de classes de fonc-

tions mesurables

Soit (X,) ,m) un espace mesuré et M désigne la fonctionnelle d’intégration

associée & m. Soient f, f1, fa,....des classes de fonctions mesurables définies sur X

17



8. Convergence faible-définitions et propriétés générales

a valeurs complexes

Définition 7.1 On dit qu’il vy’ a Convergence uniforme presque partout de
(fn) vers f si f, (x) — f (z) uniformément; en dehors d’un ensemble négligeable.

On écrit f, — f uniformément p.p.

Définition 7.2 On dit qu’il y’ a Convergence simple presque partout de (f,)
vers f si f, (x) — f(x) simplement; en dehors d’un ensemble négligeable.
On écrit en général f, — f simplement p.p ; et en probabilité on écrit f,, — f presque

stirement.

Définition 7.3 On dit qu’il y’ a Convergence dans L (1 < P < o) de (f,) vers
fosi:
fv f17 f27"-fn dans LP et ||fn - f” — 0.

On écrit f,, — f dans L”.
Définition 7.4 On dit qu’il y’ a Convergence en mesure de (f,) vers f si
Va>0m{ze X :|fn(x)— f(x)] >a}) —0.

On écrit f, — f en mesure en général.

Dans le cas particulier ou m (X) = 1, on écrit f,, — f en probabiliteé.

8 Convergence faible-définitions et propriétés gé-

nérales

Pour la définition de la topologie faible sur un espace vectoriel normé, nous nous

limiterons ici & la seule notion de convergence faible.

Définition 8.1 Soit {z,},, une suite de l'espace vectoriel normé (E, |.||).On dit

18



8. Convergence faible-définitions et propriétés générales

que {x,} converge faiblement dans E, s’il existe un élément v € E tel que
VfieE: limf(x,)=f(x).

Définition 8.2 On dit que la suite {xn}nz1 est faiblement de Cauchy si la suite
{f (x,)} est de Cauchy pour toute forme linéaire continue f € E.
On dit qu’un espace vectoriel normé E est faiblement complet si toute suite de E qui

est faiblement de Cauchy converge faiblement dans E.

Proposition 8.1 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Alors la convergence forte

implique la convergence faible
E E
Tp — T =T, — T,
mazis [inverse n’est pas vrai toujours.

Proposition 8.2 Une suite {z,,} a au plus une limite faible cette proposition signifie

que la topologie faible est séparée.

Définition 8.3 Soit E un espace de Banach.

1. Siz, 2z dans E, alors la suite {||zn]|} est bornée et ||z|| < lim inf [|z,].

2. Siz, 2z etsi f, EA f alors f, (z) — f(z) dans le corps des scalaires.

Proposition 8.3 Soit E un espace de Banach et soit S une partie dense du dual
topologique E. Si la suite {||z,||} est bornée et s'il existe x € E tel que f, (x) — f (z)

pour tout f € S alors x, Ko

Proposition 8.4 Soit C C (E,||.||) un ensemble convezxe, alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes.

1. L’ensemble C' est faiblement fermé.
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9. Compacité faible dans les espaces L'

2. L’ensemble C' est fortement fermé.

Proposition 8.5 Soient E, F deux espaces de Banach, T une application linéaire

continue de E dans F' et soit {x,} une suite de E telle que

Tn 2 alors T (z,) — T (x).

8.1 Convergence faible dans les espaces de Hilbert

Proposition 8.6 Tout espace de Hilbert est faiblement complet.

Proposition 8.7 Soit H un espace de Hilbert, {x,} une suite dans H telle que
x, — x et im sup ||z,|| < ||z| alors {x,} converge fortement vers x c’est-a-dire

T, — T.

Théoréme 8.1 Soit {x,} une suite bornée d’un espace de Hilbert H .

Alors on peut extraire une sous suite faiblement convergente.

9 Compacité faible dans les espaces L'

Dans ce qui suit on note (.5, ), ;1) un espace mesuré avec une mesure positive o-

finie. Tous les espaces considérés sont complexes. On note || f||,la norme de 1’élément

felr (8,3, n).

Remarque 9.1 Pour f € L' (S,>_, 1) on a, pour chaque A € Y,

/|f<as>|du<x> < 4sup /f(w)du(w) |
A B CA %

1l découle immédiatement de la remarque précédente le résultat suivant

Lemme 9.1 Soit K un sous ensemble non vide de L' (S,> , ). Les deuz affirma-

tions suivantes sont équivalentes
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10. Banach lattice et opérateurs positifs

i) pour chaque réel & > 0, il existe un réel r > 0 tel que pour chaque A € ) vérifiant
1 (A) <7 et chaque f € Kona [, f(z)du(z)| <&

ii) pour chaque réel £ > 0, il existe un réel r > 0 tel que pour chaque A € ) vérifiant
1 (A) < r et chaque f e Kona [,|f () du(x) <E.

Définition 9.1 On dit qu’un sous-ensemble K de L' (S, ,u) est uniformément

intégrable s’il vérifie l'une des deux affirmations du lemme précédent.

Théoréme 9.1 Soit (fi), une suite de L* (S, Y, ) telle que la suite ([, fr (x) dp (2)),
est convergente pour chaque A € > ; alors {fx; k=1, 2,...} est uniformément inté-

grable.
9.1 Théoréme de Dunford_Pettis

Un sous-ensemble K de L' (S, i) est faiblement relativement compacte si, et

seulement si, K est borné et K est uniformément intégrable.

10 Banach lattice et opérateurs positifs

Définition 10.1 Soit X un ensemble non vide, un ordre sur X est une relation

binaire notée ici par” > 7, qui est réflexive, antisymétrique et transitive c’est-a-dire

1.VeeX: x>z
22x>y ety>r=xr=y, VvV, ycX.
.x>y ety>z=x>z2 Vaz vy ze€X.

— Soit z,y € X et x > y , un intervalle [z, y| est défini par
[z, yJ={z€X:y=>z2>0}.

la notation x < y signifie que y > .
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10. Banach lattice et opérateurs positifs

— Pour deux points {z, y} on écrit
i) © Ay ou bien inf {z, y}.
i1) x V y ou biensup {z, y}.

Définition 10.2 On dit que X est un lattice si toute paire d’éléments {x,y} posséde

sup et inf .

Définition 10.3 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel X équipé d’un

ordre qui est compatible avec la structure vectorielle dans le sens suivant.

4. x>y =zv+z2>2y+z Vaoy,ze X.
5. 22y 2>ar>ay Vo, ye Xeta>0.
— L’ensemble
X ={z € X; >0} est dit le cone positif de X.
10.1 Définition d’un coéne
On dit qu’un sous-ensemble K de ’espace vectoriel E est un cone s’il vérifie
Vee K, VA>0, \tx € K.

Remarque 10.1 5i[’espace vectoriel ordonné X est lattice alors est appelé un espace

vectoriel lattice ou bien un espace de Riesz.

10.2 Espaces de Banach lattices

Définition 10.4 Une norme sur un espace vectoriel lattice X est dite une norme
lattice st ¥ x,y € X si
| < [yl = llzll < [yl (1.2)
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10. Banach lattice et opérateurs positifs

Pour tout espace de Riesz complet X (par rapport a une norme lattice) est dit
un espace de Banach lattice.

La propriété (1.2) donne identité importante
=] = lz[]l, z € X

en effet
comme x < |z| on a |z| < |(|z])|
|z| < |x| on a donc
il < [l et [l < {lell = = = [l

Une forme linéaire z* sur un espace vectoriel lattice est dite positive si
" (x) = (z", z) >0V 2 >0.

Remarque 10.2 Une classe importante des espaces de Banach lattice qui joue un

role important est celle dite les AL-espaces et A M-espaces.

Définition 10.5 On dit qu’un espace de Banach lattice est
Un AL-espace si
lz+yll=llzll +llyl Vo, yeX .
Il est un AM-espace si

lz Ayl = max {|lz[|, lyll} Vo, yeX .

10.3 Opérateurs positifs

Définition 10.6 Un opérateur linéaire A d’un Banach lattice X dans un Banach
lattice Y est dit positif (on note A >0) si Az >0V x> 0.

Un opérateur A est positif < [Az| < A (|z]).
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10. Banach lattice et opérateurs positifs

Ceci découle facilement de — |z| < z < |z| = si A positif on a :
—Alz| < Az < Alx|.

Réciproquement, prenons z > 0, on obtient 0 < |Az| < A (|z|) donc :
0 < |Azx| < Azx.

Si |Az| = Alx| V x € X alors A est dit un homomorphisme lattice.

De plus, si ||Az|| = ||=]|, A est dit isométrie lattice.

Théoréme 10.1 Si A : X, — Y, est additif, alors A s’étend uniquement & un

opérateur linéaire positif de X dans Y en posant
VeeX:Ar=A(zy)— A(z)
Proposition 10.1 Si A est positif alors

[A[f =" sup [|Az]

x>0, |lz[<1

10.4 Quelques propriétés des opérateurs positifs

Soit X un espace de Banach lattice. On note par X, le cone positif. La notation

x > 0 veut dire que z € X et x # 0. On définit aussi le cone dual par
X, ={zreX" (", 2) >0VereX |}

ou X* est 'espace dual et (.,.) est la paire de dualiteé.

Dans les espaces LY (2, 1), ces définitions correspondent aux notions usuelles des
fonctions positives.

Un opérateur A € L (X) est dit positif sil laisse le cone positif invariant.

Le concept de l'irréductibilité est I'un des plus importants en théorie des opérateurs

positifs.
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11. Espaces réflexifs

Pour l'introduire, on va faire appel a la notion de I’idéal.

Définition 10.7 Un sous-espace Y de X est dit un idéal si |x| < |y| ety € Y

implique que x € Y ou |.| désigne la valeur absolue.

Dans les espaces LT (Q, p) (1 < P < 0), les idéaux sont de la forme
{QOGLP(Q, DE @zOsurA}

pour un certain ensemble mesurable A C .

Définition 10.8 Un opérateur positif A € L (X) est dit irréductible s’il n’existe

aucun idéal non trivial qui est invariant par A.

Définition 10.9 Un élément est dit quasi-interieur si : (x*, x) >0, ¥V 2* > 0.

Une fonctionnelle x* € X est dite strictement positive si
(%, ) >0V x € Xy cest-a-dire ¥ x > 0.

Remarque 10.3 Dans les espaces LY (Q, 1) les éléments quasi-interieurs corres-
pondent aux fonctions positives presque partout.

Un opérateur positif A € L (X) est dit strictement irréductible si Ax est quasi-
interieur ¥V x > 0. On note que A est irréductible si une certaine puissance de A est

positive.

11 Espaces réflexifs

Etant donné un espace de Banach E (ou plus généralement un espace vectoriel

normé), soit £* son dual muni de la norme dual

Vi ek Ifl= suw |(f2)]

zel, ||z <1
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11. Espaces réflexifs

et soit £** son bidual c’est-a-dire le dual de £* muni de a norme

VEe BT €l = sup  [{S, f)].

febEx, |IflI<1

On a une injection canonique J : £ — E** définie comme suit

soit z € F , fixé, I'application
Er — R
fo— A} )

constitue une forme linéaire continue sur £E* ¢’est-a-dire un élément de E** noté Jx

on a donc

(Jo, fpee ge =f, T)p. p VT € E, Vf €L

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie cela veut dire

[REd

g = lzllp Ve e E

En effet,

[ Jz|l = sup [(Jz, f)] sup [(f, )| = |||
s £l <1

Définition 11.1 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de

E dans E** définie au dessus.
On dit que E est réflexif si : J(F) = E** c’est-a-dire, lorsque E est réflexif on

identifie implicitement E et E** (4 l'aide de l’isomorphisme J ).
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12. Stabilité pour les semi-groupes

12 Stabilité pour les semi-groupes

Définition 12.1 Soit {T'(t), t > 0} un Cy -semi-groupe de générateur A dans un
espace de Banach X, {T (t), t > O}est dit

1. Uniformément exponentiellement stable s’il existe £ > 0 tel que

lim e ||T ()| =0

t — oo
2. Uniformément stable si

lim [|T(¢)]| =0

t — oo

3. Fortement stable si
tlim IT (t)z|| =0, Vo € X

4. faiblement stable si

lim (T (t)z,&)=0,Vze X, feX

t — oo

Proposition 12.1 pour un Cy -semi-groupe {T (t), t > 0} dans un espace de Ba-

nach, les assertions suivantes sont équivalentes

1. {T'(t), t > 0} est Uniformément exponentiellement stable
2. {T'(t), t > O}uniformément stable

3. il existe £ > 0 tel que lim T () x| =0, Vo e X

Définition 12.2 un Cy -semi-groupe {T'(t), t > 0} de générateur (A, D (A)) est dit

exponentiellement stable s’il existe & > 0 tel que

lim e | T () 2] =0, ¥z € D(A)
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12.1 Caractérisations de I'uniformément exponentiellement
stable

Nous comencons par rappeler la définition de la borne supérieur

wo: = wo(A): =wo(7)
= inf{weR, I M, >1telque ||T(t)]| <M, e"Vt>0}
:iﬁ{weRtmuﬂﬂw@w:o}

d’un Cy -semi-groupe7 = {T'(t), t > 0} de générateur (A, D (A)).
Pour cette définition il est claire que 7 est uniformément exponentiellement stable
si et seulement si

wop <0

Proposition 12.2 pour un Cy -semi-groupe {T (t), t > 0} dans un espace de Ba-

nach, les assertions suivantes sont équivalentes

1. wo < 0,i.e., T ={T(t), t > 0}est uniformémant exponentiellement stable
2. tlim 1T ()|l=0
3. || T (to)]| < 1, pour quelque t5 > 0

13 Caractérisation de semi-groupe sous-markovien

Soit £ = LY (Q, n); 1 < p < oo tel que (2, p) est un espace mesuré o—fini
et soit A le générateur d’un semi-groupe {7'(¢), ¢t > 0} sur F, le domaine de A est
noté D (A).

E, ={f€E; f>0 pp.p} estle cone positif de £, D (A), = D (A)N E,.

Définition 13.1 Si {T'(t), t > 0} est positif et contractif alors
{T'(t), t >0} est sous-markovien <= A satisfait

(Au,T (u—1)")) <0,V ue D(A), .
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13. Caractérisation de semi-groupe sous-markovien

ot T (v) = [v[P~" sign v pour tout v € E, avec

Théoréme 13.1 Le semi-groupe {T (t) ,t > 0} est sous-markovien si et seulement

si {T (t),t > 0} est positif et A satisfait l'inégalité de Kato suivante

<1 A u, A+<p> < <X[u <1 Au, g0> (1.3)
VueD(A), pe D(A), .

u<l]={ze€Q u(z)<1}.

X[u <1) est la fonction indicatrice de I'ensemble [u < 1] définie par

Osixé¢u<l].
X[u<1]:{

Isizelu<l].

Théoréme 13.2 Le semi-groupe {T (t), t > 0} est sous-markovien si A satisfait
(1.3) et A* posséde la propriété suivante

il existe ¢ € D (A)" telle que

1. A*p < Ay pour un certain A € R.

2. ¢ est strictement positive c’est-a-dire
si (f, ¢) =0avec f € FE alors f = 0.

Remarque 13.1 S la mesure de ) est finie, on a
{T'(t), t > 0} est sous-markovien < {T'(t), t > 0} est positif, et A satisfait
(1, A"p) <0;V pe D(A),.
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14. Opérateur de multiplication

Théoréme 13.3 Le semi-groupe {T (t), t > 0} est sous-markovien si et seulement
si {T (t), t > 0} est positif, et A satisfait l’inégalité

(1Au, AYe) < (Au, xp <9); Vo € D(A),, ue D(A).

—+

14 Opérateur de multiplication

Nous commengons par considérer 1’espace de Banach (avec la norme sup)

-
1f(s)] <&, Vs€QK..

feC(Q), Ve>0il existe un compact K. C € tel que }
pour toutes fonctions continues & valeurs complexes sur un certain espace localement
compact {2 qui décroissent a l'infini. Pour toute fonction continue ¢ : 2 — C nous

associons maintenant, un opérateur linéaire M, défini dans son domaine maximal
D (M,) dans Cj (9) .

Définition 14.1 L’opérateur de multiplication M, défini dans Cy (S2) par une fonc-

tion continue q : 2 — C comme suivant

M,f: = qf ,V feD(M,) telle que
D(M,) = {feCy(Q),qf €Co(Q)}

La caractéristique principale de ces opérateurs de multiplication est que la plupart des
propriétés théoriques d’opérateur M, peut étre caractérisée par des propriétés ana-
logues de la fonction q.

Dans la proposititon sutvante nous donnons quelques exemples pour cette correspon-

dance.

Proposition 14.1 Soit M, un opérateur de multiplication de domaine D (M,) , défini
dans Cy (Q) par une fonction continue q, alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes
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15. Spectre

1. L’opérateur (M,, D (M,)) est fermé et densément défini

2. L’opérateur M, est borné (avec D (M,) = Cy (2)) si et seulement si la fonction

q est bornée, dans ce cas on a>
M|l = llqll = sup g (s)]
s €Q

3. L’opérateur M, a un inverce borné si et seulement si la fonction ¢ a un inverce

borné —
q
4. Le spectre de M, est de rang fermé de g : o (M,) = ¢ ()

Définition 14.2 soit q : 2 — C une fonction continue telle que

sup Req (s) < o0
s €Q

1. Le semi-groupe {7, (t), t > 0} défini par
T,(t) f: =" f pourt >0et feCy(Q),

est appelé le semi-groupe de multiplication engendré par 'opérateur de multi-

plication M,,.

2. Le semi-groupe {7} (t), t > 0} est uniformément continu si et seulement il est

de la forme (e'?), . , pour un opérateur borné A.

15 Spectre

15.1 Valeur propre et vecteur propre

Soit A un opérateur linéaire dans I’espace C", un nombre A s’appelle valeur propre

de opérateur A si I’équation Az = Az admet des solutions non nulles c¢’est-a-dire
(A=XNz=0, x#0

31



15. Spectre

Un tel vecteur x est appelé vecteur propre ( ou une fonction propore) associé a la

valeur propre \.

15.2 Le spectre d’un opérateur compact

Soit T' € L (X). L’ensemble résolvant est
p(t)={NeC, (T — A) est bijectif de X — X}

et 0 (T)=C/p(t) est le spectre de T.

15.3 Le spectre ponctuel

L’ensemble des valeurs de A appartenant a o (T") tel que T'— Al n’est pas injectif

est appelé le spectr ponctuel de T" et on note o, (T').

Ainsi, A € 0, (T) si et seulement si Tx = Az pour un certain z € X non nul.

15.4 Le spectre continu

L’ensemble de tout A € o (T") pour lequel T'— AI est injectif et Im (7" — AI) dense
dans X ((T - A X = X) mais (T'— M) X # X est appelé le spectre continu de
T et on note par o.(T).

15.5 Le spectre résiduel

L’ensemble de tout \ € o(T') pour lequel \I — T est injectif et Im (A —T) nest

pas dense dans X est appelé le spectre résiduel de T et on le note par o,.(T)

o(T)=0,(T)Uo(T)Ua,(T).
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15.6 Le spectre essentiel

Soit T : D(T) C X — X un opérateur autoadjoint. o.ss(T) est le sous ensemble
du spectre défini par

A € 0c5s(T) s1 et seulement si 3 (up), o € D(T) tq ||un| =1
et ||Tu, — Auy,|| — 0 et u, — 0 converge faiblement

( la suite u, est dite singuliére).
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CHAPITRE 2

La stabilité asymptotique des équations linéaires

différentielles dans un espace de Banach

Dans ce chapitre, on introduit essentiellement la notion de la stabilité asympto-

tique des équations linéaires différentielles dans un espace de Banach.

1 Introduction

Soit A le générateur d'un Cy -semi-groupe {7 (t),t > 0} borné.
Nous prouvons si I'intersection de o (A) avec ’axe imaginaire est dénombrable et que
A* n’admet aucune valeur propre purement imaginaire, alors le probléme de Cauchy
pour l'équation différentielle & (¢) = Az (t),t > 0 est asymptotiquement stable.

Considérons 1’équation différentielle suivante
T(t)=Ax(t), t>0 (2.1)

dans un espace de Banach complexe X, ou A est 'opérateur linéaire fermé de domaine
dense D (A) C X.
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1. Introduction

Le probléme de Cauchy pour I’équation (2.1) est stable (i.e. par définition 1’équation
(2.1) admet une seule solution x (t) bornée qui dépend de fagon continue de la valeur
initiale  (0) € D (A)) si et seulement si 'opérateur A engendre un Cj -semi-groupe
{T (t), t > 0} lequel est borné i.e.

sup | (1) = M < oo
t >0

Ce critére obtenu par S.Krein et P.Sobolevskii, est équivalent au fait que

1. Le spectre de A n’appartient pas au demi-plan {Re A >0, A € C}.
2. Lesrésolvantes Ry = (A — I )_l satisfont I'inégalité de Miyadera-Feller-Phillips.

n M
||R)\|| S m’n - 1a27 7M = const (22)

Ce résultat classique est présenté en détail dans [3]
On suppose que, sans perte de généralité, M = 1 lequel peut étre obtenu en intro-

duisant la norme équivalente sup ||T" (¢) x| .
t >0

Dans ce cas la suite infinie d’iné_galités (2.2) est réduite a une inégalité de Hille-yosida

1

<
17l < =)

(2.3)

T (t) devient un Cy -semi-groupe de contractions, et 'opérateur A est dissipatif.

Définition 1.1 Le probléme de Cauchy pour l’équation (2.1) est dit asymptotique-

ment stable s’il est stable et de plus

lim T'(t)z=0VzeX (2.4)

t — oo

Cette propriété est de nature spectrale. Par exemple, si A est borné et son spectre

se trouve dans le demi-plan ouvert {A € C; Re A < 0}, alors le probléme de Cauchy
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1. Introduction

correspondant est a.s. Cela découle directement de la formule
et = — (2mi) ! /e’\tR,\d)\ (2.5)
r

Ou T est un contour fermé dans le demi-plan {A € C; Re A < 0} autour du spectre
de A.
Si I'intersection o (A) avec ’axe imaginaire n’est pas vide, alors I’a.s n’est pas vérifiée.
En tout cas, pour a.s, il est nécessaire pour I'opérateur A et A* n’ont aucune valeur

propre sur l'axe imaginaire. En effet, si
Ax =iax, ont a € R, x # 0,
alors

T(t)z = e

ne tend pas vers 0 quand ¢ — oo. Maintenant ; soit
A*f =iaf pour quelques f € X*; f#0

Alors pour toute solution x () pour (2.1) nous avons

d .
o f (@ (@) =daf(z(2)),

d’oll

Siz(t) — 0quandt — oo, alors f (z(0)) = 0. Par conséquent pour 'a.s. il suit
que
fID(A) =0,i.e.f=0

G.Sklyar et V.Shirman [7] ont établi, si A est un opérateur dissipatif tel que

1. A est borné.
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2. 0(A)N iR est dénombrable.

3. A* n’a pas de valeurs propres sur ’axe imaginaire, alors le probléme de Cauchy

pour (2.1) est a.s.

De toute maniére, dans les applications & I’équation différentielle ordinaire, par-
tielle et au controle optimal, 'opérateur A est habituellement non borné.
D’autre part, la bornitude de A a été utilisée essentiellement dans la preuve [7]
Le but de ce travail est I’extension du critére de Sklyar-Shirman aux opérateurs non
bornés. Pour cela nous aurons besoin de quelques faits simples au sujet des semi-
groupes des isométries.
Soit {U (t),t > 0} un Cj -semi-groupe isométrique (en général, non surjectif) et soit

S son générateur.

Lemme 1.1 St Re A <0, alors
|Sz — Az|| > |Re Al ||z||, ¥V = € D(S) (2.6)

Ce lemme est contenu dans [3], ici nous donnons une preuve plus courte.
Preuve. On suppose A\ = —p + iw, w € R, p > 0, et considérons la fonction

vectorielle
w(t)=e MU (t)x, t>0

Il est clair que
lu ()] = e ||| (2.7)

D’autre part

t t

u(t) :x—i—/du(T)dT:x—i—/e_’\tU(T) (Sx — A\x)dr,

dr
0 0

donc P
6 —_—
Ju @ < [l=]l +

| Sz — Az . (2.8)
En comparant (2.7) et (2.8), nous obtenons (2.6). m
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1. Introduction

Du lemmel.1 il suit que le demi-plan {A € C; Re A < 0} se trouve dans la com-
posante réguliére de 'opérateur S (voir [1]).
Il est connu que le nombre § = dim {f : S*f = Af} ne dépend pas de \ appartenant
a la méme composante réguliere.
Par conséquent, pour le générateur de semi-groupe isométrique, on peut définir o
comme la dimension de I’éspace propre {f : S*f = Af}; ReA < 0.
Il est clair que si iR € o (S), alors 0 = 0 est équivalente a 'extendabilité du semi-
groupe U (t) & un Cyp-groupe des isométries U (), —oo < t < 400 [4].
En effet, la nécessité de la condition § = 0 est évidente.
Inversement, si 6 = 0, alors par (2.6) et le théoréme de Hille-Yosida, —S est le gé-
nérateur de Cy -semi-groupe de contraction V' (¢); t > 0. Pour tout z € D (S) nous
avons

SOV W)= STV @) =0

Par conséquent,
Ut)yv) =1

pour tout ¢ > 0 (voir aussi [22]).

Théoréme 1.1 Soit A un opérateur engendrant un Cy -semi-groupe borné
{T (t),t >0}. Sio(A)N iR est dénombrable et A* n’a pas de valeurs propres sur

laze imaginaire, alors le probléme de Cauchy pour (2.1) est a.s.

Preuve. Nous supposons sans perdre de généralités que ['opérateur A est dissipatif,

i.e. {T'(t), t >0} est un semi-groupe de contractions. Alors les fonctions :
1T (&) =], t =0
ne sont pas croissantes pour chaque x fixé, et ainsi la limite suivante existe
[(z) = tlEI})o T (t) x|, z € X. (2.9)
[ (z) est une semi-norme dans X, de plus [ (x) < ||z|| .
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Nous avons a montrer [ (x) = 0. Pour cela, nous considérons le sous-espace
L =kerl

et supposons au contraire que L # X.

Dans l’espace quotient
X =X/L

la semi norme | engendre la norme [ , et le semi-groupe {T (t), t > 0} agit d'une
fagcon naturelle, parceque L est un sous espace invariant pour tous les opérateurs
T(t), t>0.
Puisque

(T (s)x)=1(x), v € X,

les opérateurs correspondants T (t) dans X sont isométriques.

Le semi-groupe d’isométries T (t) est fortement continu, parce que la semi-norme |
est dominée par la norme originale dans X.

Maintenant, nous prenons le complémentaire E de X et la norme [ . Nous obtenons
un espace de Banach E |, un semi-groupe fortement continu U (t) des isométries dans
E, et le prolongement par continuité du semi-groupe T (1).

Soit S un générateur de U (t), nous supposons que o (S) C o (A). Soit A ¢ o (A),
Ry = (A—X)~" ainsi

L(Byr) = lim_[[BAT (£) ] < || Rl () (2.10)

la résolvante R, a une extention naturelle a un opérateur borné ]:2)\ dans E.
Si Re A > 0 alors

o0

R,\x:—/(T(t)x) eMdt reX

Ceci implique
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par conséquent Ry coincide avec la résolvante Ry (S) V A, ReX > 0. Maintenant
d’aprés 'identité d’Hilbert

R,u_é)\:<;u_)\)é)\éua /\7:M¢O-(A)7

d’on
R,—Ry\(S)=(u—ARx(S)R,, ReA >0, u¢ o(A),

par conséquent, Im Ru CD(S) et
(S_)‘[)Ruzj‘i‘(/ﬁ_)\)éua

cect implique

(S—pl)R, =1

d’une mainiére analogue, nous obtenons

R, (S — ul) = 1/D (S)

donc 1 ¢ o (S) (et R, = Ry (S) ).

A partir de Uinclusion o (S) C o (A) , il suit que Uintersection o (S)NiR est dénom-
brable. Mais dans ce cas o (S) C iR, et par conséquent o (S) est dénombrable.

De plus, o (S) # ¢, donc S est le générateur d’un groupe des isométries ( voir [5]).
Donc o (S) est non vide au plus sous ensemble fermé dénombrable de iR.

Par conséquent, il contient un point isolé iw € iR. En ce point correspond la pro-
jection de Riesz P # 0, qui commute avec S et avec tout U (t). Le sous espace
Q = Im P est invariant pour S et pour tout U (t), et le semi-groupe correspon-
dant des isométries U, (t) = U (t) /2 est engendré par l'opérateur borné Sq = S/S2,
o (Sq) = {iw}. Il est bien connu que les isométries d’un seul point spectral sont des
scalaires (voir [6]). De cela et du théoréme de la projection spectrale, valable pour les
semi-groupes uniformément continus, il suit que Sq = iw.

Par conséquent ) est l’espace propre de S avec la valeur propre iw.

40



1. Introduction

Alors pour toute fonctionnelle linéaire h € Im P*, h # 0, est une fonctionnelle propre
pour S*, avec la méme valeur propre. Maintenant, nous prolongeons la fonctionnelle h
a Uespace tout entier X en utilisant la suite d’homomorphisme X — X — E.

Nous obtenons une fonctionnelle f # 0, f € X* laquelle est une fonctionnelle propre

de A* pour la valeur propre iw, d’ot on a une contradiction. W

Remarque 1.1 Sous les conditions du théoréme, l'opérateur A aussi n’a pas de va-
leurs propres imaginaires, puisque le probleme de Cauchy est a.s.
Par conséquent, si l’éspace de Banach X est réflexif alors dans la formulation du

théoréme, nous pouvons exiger l’absence des valeurs propres imaginaires de A au

lieu de A*.

Corollaire 1.1 Si le spectre du générateur A d’un Cy semi-groupe borné me coupe

pas laze imaginaire, alors le probléme de Cauchy pour l’equation (2.1) est a.s.

Remarque 1.2 Les suppositions du théoréme principal n’impliquent pas la conclu-

sion forte

[z sl a < oc )

meéme dans le cas d’un générateur borné (voir [2]) .
D’autre part, nous notons que le systéme peut étre a.s. méme si o (A) NiR est non

dénombrable (voir [8]).

41



CHAPITRE 3

Théoréeme Tauberien et stabilité de semi-groupe

Le chapitre 3, consiste a ’étude de la stabilité des semi-groupes présenté sous la

forme d’un théoréme important appelé le théoréme Tauberien.

1 Introduction

Le comportement asymptotique des solutions d’une équation différentielle est
liée fréquemment aux propriétés spectrales de 'opérateur fondamental. Cela est bien

illustré par le théoréme de Liapunov suivant.

Théoréme 1.1 Soit A une matrice nxn . Alors lim U (t) x = 0 pour toute solution

t —oo

U de l’équation

U(t)=AU(t), t >0

si et seulement si le spectre de A appartient au demi plan gauche ouvert.

Dans ce travail, on va discuter la généralisation de ce théoréme en dimension
infinie.

Soit {T'(t);t > 0} un Cj-semi-groupe dans un espace de Banach X. Nous disons
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1. Introduction

que {T'(t);t > 0} est stable si

lim T(t)xr=0VzxeX

t — oo

Cela veut dire que les solutions de I’équation différentielle

U(t)= AU (t) t >0,

tendent vers 0 quand ¢ — oo.
Notre but est de trouver des conditions spectrales sur A lesquelles impliquent la
stabilité de {T"(t);t > 0}.

1. Si {T'(t);t > 0} est stable, alors A n’a pas de valeurs propres sur 'axe imagi-

naire, mais il se peut que o (A) N iR # ¢.

2. le théoréeme de la projection spectrale n’est pas vérifié en général. En parti-
culier, il peut arriver que ReA < 0V A € 0(A) (ou méme o (A) = ¢ [19])
mais {7 (t);t > 0} est non borné (voir la discussion dans [15], A — I11).

Théoréme 1.2 Soit {T'(t);t > 0} un Cy -semi-groupe borné engendré par A.
Supposons que A n’a pas des valeurs propres sur l’aze imaginaire. Si o (A) NiR est
dénombrable, alors {T (t);t > 0} est stable.

Le théoreme de la stabilité est bien possible dans le sens suivant, pour chaque
ensemble fermé non dénombrable £ C R, nous donnons un exemple d’un semi-groupe

instable borné sur un espace réflexif tel que
o(A)CiEeto,(A)=¢

Dans le cas ou o (A) N iR est vide (méme si X est non réflexif), le théoréme de la
stabilité découle facilement du théoréme Tauberien de Ingham[11]. Une preuve simple
des cas spéciaux du théoréme Ingham a été donné par Newman [16] pour les séries

de Dirichlet, et par Korevaar[13] et Zagier[20] pour la transformation de Laplace.
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Chacun a pris part d’'une preuve simple du théoréme des nombres premiers. Notre
preuve du théoréme de la stabilité est basée sur les techniques utilisées par Newman,
korevaar et Zagier [20]. Alors qu’ils ont supposé que la transformation de Laplace
est analytique a travers I’axe imaginaire, et Ingham exige que la transformation de
Laplace doit étre continue et prolongeable sur I’axe imaginaire.

Notre but principal consiste a prolonger les estimations au cas ou la transformation

de Laplace se comporte d’une maniére irréguliére en certains points des axes.

2 Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Pour la suite, notons par 7 ={T (t), t > 0} un Cj -semi-groupe dans un espace
de Banach X, et par A le générateur de 7. Si 7 est stable, alors 7 est borné d’apres
le principe de la borne uniforme. Puisque le spectre de A est contenu dans le demi
plan gauche {\ € C, Re A < 0}.

Il y a des conditions sur o (A) N R qui sont nécessaires pour la stabilité.

Proposition 2.1 Si 7T est stable, alors o, (A) NiR = ¢.

on note par o, (A) le spectre résiduel de A tel que

(A) A € C; M — A est injectif, n’est pas surjectif et le
o =
rang ( A\l — A) n’est pas dense dans X.

Preuve. En utilisant la démonstration par ’absurde, on suppose qu’il existe un
élément s € o, (A) NiR, alors 3 a € R tel que : s =ia € 0, (A) .

D’apres le théoreme de Hahn-Banach o, (4) = o, (A*) le spectre ponctuel de A*
I'adioint de A. Donc s =i € 0, (A*).

Alors il existe z* € X*, 2* # 0 tel que :

T* (t)x* = exp (i) x*,t > 0.

Soit maintenant, x € X tel que (x, z*) = 1, alors (T (t) z, =*) = exp (i), t > 0.

Donc 7 n’est pas stable, contradiction. m
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Habituellement ; la condition o, (A) NiR = ¢ est facile a vérifier.

C’est en particulier le cas ou X est réflexif.
Proposition 2.2 Si X est réflexif et T est borné alors
o, (A)NiR = o, (A) NiR.
La preuve de cette proposition est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.1 Si T est borné (X est arbitraire) alors o, (A) NiR C o, (A).

Preuve. Soit n € 0, (A) NiR. On peut supposer que n = 0 (autrement le semi

groupe échelonné). Alors il existe u € X, u # 0, tel que
T({t)u=mu, t>0.

Soit u* € X* tel que (u,u*) = 1. Soit ¢ une forme linéaire positive dans L> [0, 00)
satisfaisant ¢ (1) = 1, ou l-est la fonction constante.
On défini 2* € X par

(#, ) = (T (), u))

alors

et,
(TWz, 2)y=0(T(.+t)z, u")) = (T ()z,u")) = (x,2") VzeX.

Donc z* € D (A*), 2* #0et A*2z* =0. =

Preuve du proposition2.2 Il suit du lemme précédent, que
o, (A) NiR C o, (A) <A* le générateur d’un Cy-semi-groupe borné )
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

o, (A)NiR =0, (A*) NiR C 0, (A*) = 0, (A™) = 0, (4).

2.1 Théoréme de la stabilité

Soit {7'(t);t > 0} un Cj -semi-groupe borné engendré par A. Supposons que
o, (A)NiR = ¢. Si 0 (A) N iR est dénombrable, alors {T"(¢);t > 0} est stable.
En premier lieu, nous commencons par donner quelques contre exemples qui montrent

que le théoréme de la stabilité est bien possible dans plusieurs cas.

Exemple 2.1 Soit E C R fermé et non dénombrable. Alors il existe un groupe

unatare
U={U(@), teR}

engendré par l'opérateur B, satisfaisant
o(B) CiE, 0,(B)=¢

mais U n’est pas stable.

En effet, . lim U (t) x = 0 implique © = 0.

Preuve. Il existe une mesure de probabilité non atomique p € E. Soit X = L? (E, )
et (U(t)f)(s)=e*f(s), teER m

Exemple 2.2 La condition de la bornitude sur T ne peut pas étre considérablement

faible, la borne inférieure w (T) de T est définie par :
w(7T) = inf {U eR, T )] < M¢ t >0 pour un certain M > 1}.

Il existe un Cy -semi-groupe T tel que w (T) =0, Re A <0, pour A € o (A), mais T

n’est pas stable.

Preuve. Soit X = c,

(T (t)x),, ; = exp (—t /n* + int) Azap—1 +tza,),
(T (t)x),, = exp(—t /n®+int)za,.
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Alors w (7)) = 0. Le générateur A est donné par
(Az),, | = (—1 /n? 4+ m) Ton_1 + Top

(Ax),, = (—1 /n® + m) Ton,

toute fois, ceci définit un élément dans X, d’ou o (4) NiR = ¢.

Maintenant, soit ya, 1 = 0, y2, = % Alors y € D (A),

t
1T (8) yll = SUP—2€< ) el quand ¢ — oo
neNT

donc 7 n’est pas stable. m

Exemple 2.3 Il n’est pas possible de trouver une condition spectrale nécessaire et
suffisante pour la stabilité. En effet; soit X = Cy[0,00) et
(T(t) f)(x) = f(z+1t). Alors

c(A)={A e C:ReA <0},

et T est stable.

Dans la suite nous allons donner une conséquence du théoréme de stabilité.

Corollaire 2.1 Soit X un espace de Banach réflexif et T ={T (t);t > 0} un Cj -
semi-groupe borné d’un générateur A.
Si o, (A)NiR est dénombrable, alors X est la somme directe de sous-espaces fermés

wnvariants X, et X4 ot
X, = {x € X, limT (t) 7 = o} ,

et
Xy, =co{x € D(A): Az = Az pour chaque X\ € iR}.

De plus, la restriction de T ={T (t);t > 0} dans X, peut étre prolongée a un Cjy-

groupe borné dans X,.
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Preuve. D’aprés le théoréme de Jacobs, Deleew et Glicksberg
([14], le théoreme 4.4 p105), X est la somme directe de X et le sous espace fermé
X, tels que les deux sont invariants. De plus, notons 7, 7 les restrictions du semi-
groupe de 7 sur X, et X, respectivement, et par A, et A, leurs générateurs, alors
la fermeture de 7, en ce qui concerne la topologie faible de I'opérateur est un mul-
tiplicatif des opérateurs dans X,. D’ou 7, consiste des opérateurs bijectifs et par
conséquent, 7, peut étre prolongé a un Cy-groupe borné dans X,.
De plus, 0, (A)NiR = ¢ par construction. Puisque o (A4;) C o (A), il suit du théoréme
de la stabilité2.1 conjointement avec la proposition2.2 que 7 est stable. m

En conclusion, nous mentionnons le cas ou la supposition que 7 est a priori

borné, peut étre négligé.

Proposition 2.3 On suppose que T est éventuellement une norme continue
(i.e.il existe ty > 0 tel que : hlim T (to + h) — T (to)|| = 0).

SiReA<0VAeoa(A), alors {T (t); t > 0} est stable.

Preuve. Puisque 7 est éventuellement une norme continue, I’ensemble
c:={AeC:Re) > —1} est compact (voir [15], A-IT théoréme 1.20 ). Par consé-
quent s (A) :=sup {ReA, A€o (A)} <0.
donc d’apres ([15], A-II16.6), w (T") < 0, et donc tli_rgo IT(t)z||=0. m

Preuve du théoréme de stabilité

La suite est notre estimation principale pour la transformation de Laplace. C’est
ici ou nous utilisons la technique de Newman [16](voir Korevaar [13] et Zagier [20]).
Les estimations analogues pour les séries puissances sont données par Allan, O’Farrell
et Ransford[8].
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Lemme 2.2 Soit X un espace de Banach et
f:]0,00) = X,

une fonction fortement mesurable bornée, on note par

g(2)= /e_th (t)dt, (Rez>0)

sa transformée de Laplace.
Soit i I'ensemble de tous les points singuliers de g sur l’axe imaginaire. Supposons
que 0 ¢ E.
Soit

R>0,£€R,0<¢g; < ¢,

j=1.n

tel que les intervalles (—oo, —R) , (R, 00), (Ej -5 &+ €j> j=1..n sont disjoints
et ils couvrent E.

Supposons plus loin que pour j = l..n il existe n; € (fj —£5,&; +5j) tel que

M; := sup ‘fgexp( in;s s) f(s)ds|| <oo, j=1.n
2
alors
: t
tlgréosuprO s)ds =g H
2M -
E(le;] =) (62— € H bi (3.1)
j=1 k=1,k#j
ou

My = sup|f()ll,

t >0

0 = (1+2(R-]g) ") e @ -7,
b = (1+e2 (16 -6l -2) ") &€ - k#J
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Preuve. Aprés avoir renuméroté, nous pouvons arranger que
—R<¢é —a < ta<b—<ta<. <, +en <R
Considérons g I'extension d’une fonction holomorphe dans un ensemble simplement
connexe ouvert U contenant {z:Rez >0, z ¢ iE}, et prenons un contour -y dans
U composé du demi coté droit du cercle |z| = R, les demis cotés droits des cercles
}z - zfj‘ = ¢ et des chemins lisses y; (0 < j < n) joingnant —iRai({; —e1) (j =0),
i(&+ej) ai (&40 —ejm) (0<j<n)eti(§, +e,) aiR (j =n) sallonger (excep-
tés les points limités) dans U N (Re A < 0). Alors v est un contour fermé, qui peut
étre choisi simple avec 0 comme point intérieur.
Soit

h(e) = (L&} (2 i) ) & (6 -5) 7

h(z) = (1+%22)ﬁhj(z)>

j=1
g (z) = / e (s)ds, (z € Cyt > 0).
0

D’apres le théoreme de Cauchy

(9(0) — g (0)) = = / h(z) (g () — g (2)) 2. (3.2)

271
¥

Nous estimons l'intégrale sur les différentes parties de ~.
(a) On a |z| = R, Rez > 0. Si

z:Reie(%W<0<g)
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

alors

o0 o0

le@-aEe = | [ r@al=| [ersoroi

t 0
oo

< Mo/e_TReZdr — My (Rcosf)™",

0

1+ %

et on a aussi =2cos, |h;(2)] <aj;

donc

n

[ ICIICETACI S ==k | (TR

j=1

z|=R, Rez>0

(b) Considérons 'intégrale sur !z — ifj| =¢g;. Siz =1 +¢; el f (_TW <0< g) )

alors en posant Fj (t) = [ exp (—in;s) f (s)ds, oy =i (&, —n;) +¢; ¢ °

nous obtenons

[e.o]

[(0(2) = 00 (2 e = e [ exp (= 5)exp (~in,s) f (5)ds

t

= ||e” { —exp (=t a;) Fj (t) + /exp (—a;s) Fj(s)ds
t

< Mj + 2¢, M, / e (st cos? g
t

2 3M;
=M; |1 < —2
]< +cos€) ~ cosf’

<2, |hj(2)] = 2cos 9.5? (5? — 5?)71 ,

2
z
e

b ()] < by (K#£5), 1271 < (|g] - &) 7"

et on a aussi
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

| reuE-aE)ee

|zf'£ §j|:6j, Rez>0

< e 12Mme (|€;] — ;)7 (62— €2) Hbjk (3.4)
k#ﬂ

(c¢) D’apres le théoréme de la convergence bornée,

lim [ h(z)g(2)e*27'dz = 0. (3.5)

t —oo
i

(d) Puisque g; est une fonction entiére

/ h(z)g (2) ez dz = / h(2)g: (2)e*27tdz (3.6)

Yo U...U v, |z\—R Rez <0

+ Z / h(z)g:(2)e*2 dz

|z 7 §J|—€] Rez <0

siz=Re? (%<0<3§) alors

t t

Hgt (Z) etzH _ /e—(S—t)Zf (S) ds|| < Mo/e—(s—t)R cosOdS

0 0
< My (R|cosf|)™

Nous estimons comme dans (a), on obtient

2Mom 1+
/ h(z) g (2) ez dz|| < ROWHCL]' (3.7)
j=1

z|=R, Rez <0
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

pourz:if—l—seie(%<9<3§),04j22(5 773)"‘53 "?ona

t

|g: (z) || = etz/exp(—ozj s)exp (—in;s) f (s)ds
0

= |lexp (it n;) Fj (t) + o /exp (tz — ays) Fj(s)ds

S Mj + 26]‘Mj/€_(s_t)€j cos@ds

3M;

|cos 0|

Nous estimons comme dans (b) , on obtient

/ h(z) g (2)e*2z7dz|| <

|z7i §j|=€j, Re2<0

§5j12Mj7T€§ (‘SJ}—E ) 6 —5 Hb]k
k#]
Maintenant ; (3.1) découle de (3.2)-(3.8). m

Remarque 2.1 Comme un cas particulier du lemme2.2 nous obtenons si
EN[—R, R] = ¢, alors

t
2M,
lim sup /f(s)ds—g(O) < =L
t —oo R
0

C’est précisément ce qu’a été démontré par Korevaare [13] et Zagier [20)
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

2.2 Preuve du théoréme de stabilité

Soit T ={T (t);t > 0} un Cp -semi-groupe tel que M := sup ||T"(t)|| < co. No-
t >0

tons par A le générateur de 7 et supposons que o, (A) NiR = gg et que

E:={neR:ineco(A)}

est dénombrable. Echelonnant 7', si nécessaire nous pouvons supposer que 0 ¢ E.
Soit R > 0 tel que £R ¢ E et soit Ey = [—R, R|N E. Pour un nombre ordinal o > 0,
soit E,, 'ensemble de tout groupe du points de E,_; si a n’est pas une limite ordinale,
et

E,=Ng <o b3

si v est une limite ordinale.

On monter d’abord les assertions inductives suivantes

Soit v un nombre ordinal, si E, = ¢, alors

lim sup ||T (1) A 'z|| < % lz|| z€X, (3.10)
t —oo

Si E, est couvert par les intervalles disjoints (nj —¢&5,n; + €j) ,J=1,...n,

OﬂnjeEom
;| —e; >0, R— |n;] —¢;>0etn;£e; ¢ B, j=1,...n,

alors

lim sup || (t) A" 'Uz|| < MHO@
t —oo k=1

+48 7™ M E 1U;z|| |n;| €5 (|n;] —5j)_1 (n5 —5?)_1 Hbj k- (3.11)
j =1 k=1
k#j

ou
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

oy = (146 (R | ) ") (o} =)

Bpo= 1+ (I —ml = ) ") i)™ (k#))
Une fois ceci est établi, le théoréme est prouvé comme suit.
Puisque E,, est compact et dénombrable, F, est vide ot contient des points isolés,
donc E, = ¢. Donc il suit pour un certain «, F, = ¢. D’ou d’aprés 'assertion
inductive (3.10) est satisfaite. Puisque R > 0 peut étre choisi arbitrairement grand,
il suit que
lim T'(t)x =0V z € D (A)

t — oo

Puisque D (A) est dense dans X et 7 est borné, ceci implique que 7 est stable.
Donc il reste & prouver I’assertion inductive.

Premiérement, considérons le cas aa =0

Prendre x € X, et on pose

Alors .
g(2) = /e_tzT (t)Uzdt = R(2,A)Uz  (Rez > 0)
0
Donc I’ensemble singulier de g dans R est contenu dans i E et
g(0)=—-A"1Ux
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

De plus
t t
/f (s)ds = /T(s) AAWWr ds =T (t) A 'Ua — A WU
0 0
D’ou .
|T (t) A" Ux|| = /f(s) ds — g (0)
0
De plus

LF @Ol < MUz (t=0).

Ainsi, soit U = I lassertion suit de la remarque 2.1 dans le cas ou Ey = ¢.

T<%>[

D’autre part on a

t t

/eXp (—in;s) f(s)ds = /exp (—in,s) T (s)

0 0

Ujz ds
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

et donc

47

|77j‘

/exp (—in;s) f(s)ds|| < M ||U;z| (1=1,..,n).
0

Donc (3.11) suit du lemme 2.2.

Maintenant, on suppose que « est un nombre ordinal > 0 tel que la supposition
est vraie pour tous ordinaux < «a. Nous montrons que la supposition est vraie

pour .

Premier cas a est une limite ordinal. Alors E, = ﬂ Eg.

B<a
Si E, = ¢, alors (d’apres la compacité) il existe § < « tel que Ez = ¢. Donc (3.10)

suit de la supposition inductive.
si F, est contenu dans la réunion de (77]- —€j,m; + Ej) (j =1,...,n), alors (d’apres
la compacité) il existe § < « tel que Ejz contenu dans la méme réunion. Donc

I’hypothese inductive conclue dans (3.11).

Deuxiéme cas « n’est pas une limite ordinale. Supposons que

n

E, C U (nj —€j,1, +€j)

j=1
donc il y’a quelques points 7,.q,...,7,+, € Fa-1 qui n’appartiennent pas a ces
intervalles. Prenons ¢; > 0 (j =1,...,n + p) tels que les intervalles

(77j — &5, m; + Ej) (j =1,...,m+ p) sont disjoints et tels que
n,te; ¢ E, ‘m! - >0, R> ‘7]j|+€j (j=n+1,..,n+p)

alors
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Soit
n+p [ o 7
j=1 L ‘77]" ]
n+p [ o 7
v, = 1 T(—)—I (Gj=1,...n+p)
2;} L ‘77]“ i

alors d’apres la supposition inductive

, ) 2M ||V, | T4

R
7j=1
n+p -1 1 n
+48 7 MY Vgl ] &5 (Inj] — <) (2 =€) T
=1

k=1
k#j

pour tout y € X. C’est vrai poure; (j =n + 1,...,n + p) arbitrairement petit. Quand
gj—0(=n+1,...,n+p),ona

aj — 1 (j=n+1,..,n+p)

bir — 1 (k=n+1,...,n+p j=1,...n+p, k#j)

bjk — (1+€i\nj—nk _2>ni(ni—€i)_l
(k=1,..n, j=n+1,...n+p, k#j)

d’ou pour tout y € X,

lim sup || (t) A7'V, || < WTMH%
t —oo j=1

+48w MZ HV}yH MJ" €j <|Uj| - 6]')71 (7732 - 5?)71 Hb]‘ k- (3.12)
k=1

J=1
k#j
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Maintenant, posons

n-+p o
j=n+1 ‘77]‘
donc
V=UW,V,=UW
Puisque

o () eemin <o (5 ()0

(remarquons que le théoréme de la projection spectrale est vrai pour le spectre rési-

T <2—7T> — I] ont des rangs
;]

dense, et donc W est de rang dense. Donc pour = € X, il existe une suite (y,) dans

duel, voir [15], A — II] 6.3 ), chacun des opérateurs

X telle que lim Wy, = x.

T—00

Appliquons (3.12) & y,, prenons la limite pour r — oo et utilisons le fait que
|7 (t) A7!|| est borné, on obtient (3.11).

On obtient (3.10) de la méme fagon dans le cas ou E, = ¢.

Remarque 2.2 Soit T ={T (t);t > 0} un Cy -semi-groupe d’un générateur A tel
que
ReA<0VAeo(A4), o,(A)NiR=¢

et o (A) NiR est dénombrable. Si au lieu de la bornitude de T nous supposons qu’il

existe un opérateur borné B commutatif avec T (t) ¥ t > 0 tel que
sup [T (t) B| < oo,
t >0

alors tlim |T (t) Bzl =0V z € X.

Cela est prouvé par une petite modification en haut (dans la supposition inductive
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

nous avons a écrire lim sup ||T (t) A~'U Bz|| sur le coté gauche de (3.11) et

t —oo

. _ 2M |=|
tim_[[7(1) A7 | < 22

t —oo

au lieu de (3.10).)

En conséquence, nous obtenons si

sup |7 (t)z|| < ooV z € D(A),
t >0

o (A) NiR est dénombrable, o, (A) NiR = ¢ et
ReA < 0 VA € o (A)

alors

tlim T (t)z|]| =0V z e D(A)

On peut voir ceci, en prenant B = R (X, A) pour chacun X\ ¢ o (A) dans
l’hypothése précitée.

Remarque 2.3 (Un résultat de la stabilité individuel). Soit T un Cy -semi-groupe
d’un générateur A. Supposons que Re\ < 0 VA € o (A). Si x € D(A) tel que
sup || T (t) Az|| < oo, alors tlim T (t) || = 0.

t >0 —00

Preuve. Soit

o0

f@)="T() Az, g(z) —/e“f(t) dt = R(z,A) Az (Rez>0)

alors
t t

T(t)x:x—i-/T(s) Ax ds:—g(())—i-/f(s) ds

Donc la supposition suit la remarque 2.1 =
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2. Le théoréme de stabilité pour les semi-groupes

Exemple 2.4 (b) Montre que ce résultat n'est pas vrai si simplement || T (t) x| est
borné.

Nous ne savons pas si le résultat de stabilité individuel peut étre étendu au cas ot
o (A) NiR est dénombrable et

c(A)c{AeC:ReA<0}, 0, (A NiIR=¢
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CHAPITRE 4

La relation entre le spectre ponctuel borné d’'un générateur

A et son adjoint A*

Dans ce chapitre, nous obtenons la relation entre le spectre ponctuel borné d’un
générateur A d’un Cj -semi-groupe et son adjoint A*.
Ces relations se rapprochent avec les résultats d & Lyubich-Phéng et Arendt-Batty,
résultats de stabilité donnés sur les Cj -semi-groupes positifs.
Apres le théoréeme de Liapunov sur la stabilité classique, beaucoup de contributions
ont été établies dans le but d’obtenir des généralisations de ce théoréme en dimensions
infinies. Un des résultats les plus récent dans ce contexte est le théoréme suivant sur
la stabilité da & Arendt-Batty et Lyubich-Phéng.

1 Théoréme du stabilité

Théoréme 1.1 Soit {T' (t), t > 0} un Cy -semi-groupe borné dans un espace de Ba-
nach E et A son générateur, on note par o (A) le spectre de A.

Si o (A) NiR est dénombrable et aucune valeur propre de A* n’appartient o [aze
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1. Théoréme du stabilité

imaginaire, alors {T (t), t > 0} est uniformément stable c’est-a-dire
Hm T () f=0V [ €E. (4.1)

St nous supposons que l’espace de Banach E est réflexif, alors nous pouvons le re-
formuler dans une forme plus convenable, exiger ’absence des valeurs propres

imaginaires de A au lieu de son adjoint A* plus précisément nous avons

Théoréme 1.2 Soit {T'(t), t > 0} un Cy -semi-groupe borné sur un espace de Ba-
nach réflexif E et A son générateur, si o (A) N iR est dénombrable et les valeurs
propres de A ne sont pas sur l'axe imaginaire, alors {T (t), t > 0} est uniformé-

ment stable.

Remarque 1.1 Le résultat ci-dessus montre 'importance du lien bien connu entre
le spectre ponctuel borné du générateur A du Cy -semi-groupe et le spectre ponctuel
borné de son adjoint A*. Cette remarque est consacrée pour étudier ce probléme.
Soit E un espace de Banach lattice avec un céne positif E. L’idéal principal dans E,
engendré par un certain f € E, noté par E;.On rappelle que f € E est appelé un
point quasi-intérieur de E, si Ey est dense dans E voir[31] Pour chaque f € E.,
idéal principal E¢. induit de la fonction gauge py de [—f, f] est un AM-espace
d'unité f et Uinjection canonique E;. — E est continue ([31],11.7.)
Si A est le générateur d’un Cy -semi-groupe {T' (t) ,t > 0}, on note le spectre (spectre
ponctuel, résiduel) de A par o (A) (o, (A),o0, (A)) respectivement, et l’ensemble
résolvant par

p(A): =C/o(A)

et la résolvante par
RMA): =(A—A)7"

La borne spectrale de A est définie par
s(A): =sup{Red: A€o (A4)},
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1. Théoréme du stabilité

et le spectre ponctuel borné de A par
opp (A)={A €0, (A):Rer=5(A)}

Si{T (t), t > 0} un Cy -semi-groupe dans E de générateur A, il est connu que l’opé-
rateur adjoint {T* (t),t > 0}ne nécessite pas d’étre un Cy -semi-groupe dans E*.
Nous définissons E® le sous-espace de E* pour lequel {T* (t),t > 0} est fortement

continu
Tt : =T()/go

et A® le générateur du Cy -semi-groupe {T ), t> 0}.

Proposition 1.1 Soit {T (t),t > 0} un Cy -semi-groupe positif dans un espace de
Banach lattice E, du générateur A .

Si la résolvante de A croit lentement c’est-a-dire ['ensemble
{A=A)RAN—-A):A>s(A)}

est borné dans L (FE) alors
Op.b (A) C Opp (A*) .

Preuve. Nous supposons que s (A) = 0. Soit o € R tel que, Af = iaf

avec 0 # f € E. Soit {a, } une suite de nombres réels strictement positifs convergeant
vers 0, puisque f # 0, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach on peut trouver un
élément ® € E*, |[¢]| =1 et (¢, f) = 1.

Alors

(R (an +icr, A*) 6, f) = <¢, / e~ (1) f dt>

0

o0

_ /e(anJria)t <¢,T(t> f >dt _ /e(anJria)t <¢7 ez’at> dt
0

0
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1. Théoréme du stabilité

o0

1
= /e“"tdt = —
a,
0
Si on pose
b = R (a, +ic, A*) ¢

" IR (an i, A7) 8]

On a
1
(D [) =

an || R (an + icr, A%) ||
Puisque R (., A*) croit lentement, il existe M > 0 tel que

M
| R (an, A%)| < — VneN

De plus
[RAA) =R A < [[R(Re A, A)[| = [|[R(Re A, A7)

D’ou, d’apres (4.3) on a
M
R (an + i, A%)[| < —, Vn €N
an

Comme conséquence de (4.2) et (4.3) on obtient

1
<¢n7f>2M>Oavn€N

D’autre part, d’apres le théoréme d’Alaoglus, il existe une sous suite {%k}

de {¢,,} telle que
U: =0 (E"E)— liin@% ekl

alors, d’aprés (4.5)

>0

1
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2. Semi-groupe faiblement presque périodique

D'ou ¥ # 0.

D’apres la définition de 1’élément ¢,, nous avons

B ¢
| R (an, + ic, A*) @]

Maintenamt, puisque

ol
) S f (e7%
H”R(ank +ZO(,A*) QSH H ” k
et
o(E*,E)— liin (ap, +icr) ¢nk i QU
Il suit que

o(E*, E)— lillgnA*qﬁnk =i a¥

Finalement, puisque A* admet o (E*, ) graphe fermé,
VeD(AY) et A"V =i a¥

Par conséquence i a € g, (A*). m

2 Semi-groupe faiblement presque périodique

Définition 2.1 Un Cj -semi-groupe {T (t),t > 0} dans un espace de Banach E est
appelé faiblement presque périodique si pour tout f € E lorbite {T (t) f,t > 0} est

faiblement relativement compact.

Evidemment, si E est réflexif, chaque Cj -semi-groupe borné dans E est faible-
ment presque périodique.
Pour trouver une autre classe de Cj -semi-groupe presque faiblement périodique, nous

avons besoin du résultat suivant lequel est bien connu dans la théorie ergodique

66



3. Semi-groupe sous-markovien

Lemme 2.1 Soit E un espace de Banach et Ey est un sous-ensemble de E tel que
I’enveloppe de Ey est dense dans E .
Si{T (t),t >0} est un Cy -semi-groupe dans E, les conditions suivantes sont équi-

valentes

1. {T(t),t > 0} est faiblement presque périodique.
2. {T'(t),t > 0} est borné et pour tout f € Ey lorbite {T (t) f,t > 0} est faible-

ment relativement compact.

3 Semi-groupe sous-markovien

Définition 3.1 Soit {T'(t),t > 0} un Cy -semi-groupe dans un espace de Banach
lattice E. {T (t),t > 0} est appelé un semi-groupe sous-markovien s’il est positif et

il existe un point quasi-intérieur f € E, tel que T (t) f < f pour tout t > 0.

On dit qu’'un espace de Banach lattice est de norme d’ordre continu si pour chaque
ordre convergeant dans F, une norme converge.
Il est connu que chaque réflexif ou Banach lattice faiblement séquentiellement complet
admet une norme d’ordre continu. Ainsi chaque espace de Lebesgue L (1 < P < o)

admet une norme d’ordre continu.

Proposition 3.1 Si E est un espace de Banach lattice avec une mnorme d’ordre
continu, alors chaque semi-groupe sous-markovien borné dans E est faiblement presque

périodique.

Preuve. Par hypothese, il existe un point quasi-intérieur f € E, tel que 'orbite

{T'(t) f, t > 0} est contenue dans [0, f]. Alors, cette orbite est relativement faible-

ment compacte, puisque [0, f] est o (E, E*) —compact.

Alors, puisque Ef est dense dans £, la proposition est déduite du lemme ci-dessus =
Dans le résultat suivant, dont une démonstration courte est dtie a G-Greiner,

nous obtenons 'inclusion réciproque a celle obtenue dans le proposition 1.1
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3. Semi-groupe sous-markovien

Théoréme 3.1 Soit {T (t),t > 0} un Cy -semi-groupe dans un espace de Banach
engendré par le générateur A. Alors, si {T (t),t > 0} est faiblement presque pério-
dique,

o, (A")NiR C o, (A)NiR.

Preuve. Soit o € R tel que A*¢ = iag avec ¢ € D (A*), ¢ # 0 soit f € E avec
(¢, f) # 0. Comme {1 (t), t > 0} est faiblement presque périodique. Le théoréme de
Krein-Smulian montre que M: =co{e T (t) f : t > 0} est faiblement compact.

Maintenant, rapprochons l'intégrale par la somme de Riemann nous observons

o0

AR(A+ia, A) f = )\/e_Ate_iatS (t)fdt e M
0

d’ou, il existe A\; |, tel que
g: =o(E,E*) — li;n)\jR(A—l—ioz,A)f eM
comme ¢ est faiblement continu nous avons
(6.9) =l (6. R\ + 10, 4) f) = lim (S RO+ i, ) 6, £) = (6. ) 70

d’ou, il suit que g # 0

finalement

R(1+ia,A)g = o(E,E*)—1lmR(1+io, A)N\,R(\; +ic, A) f
J

= (j(E',E*)—lim1 )\j)\ [R(\; + i, A) f — R(1 +ia, A) f]
i L=

par conséquent,

Ag = iag,
et donc i € 0, (A) =
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3. Semi-groupe sous-markovien

Corollaire 3.1 Soit {T' (t),t > 0} un Cy -semi-groupe borné dans un espace de Ba-

nach E de générateur A, supposons que
i) £ est réflexif.

Ou

ii) E est un espace de Banach lattice du norme d’ordre continu et {7"(t),t > 0} est
sous-markovien alors

o, (A")NiR C 0, (A)NiR

Théoréme 3.2 Soit E un espace de Banach du norme d’ordre continu et

{T (t), t > 0} un semi-groupe sous-markovien dans E alors
op(A*")NiR C o, (A) NiR

Preuve. Si a € R tel que A*¢ = iag avec ¢ € D (A*), ¢ # 0. Si f € E, est un point
quasi-intérieur tel que T'(¢) f < f pour t > 0, soit F': = (E*, f) un Al-espace
associé a [, étant donné f comme un élément de E**. Alors F est le complémentaire
de E*par rapport de la norme q; (¥) : = (|¥], f).

Alors, puisque T'(t) f < f, ¥t > 0, chacun T™ (¢) induit un opérateur positif

S (t) € L(F) de plus

IS Ollem = sup{(SE) Y], f) Ve F (¥, f) <1}
sup {(|[W], T (¢) f) : ¥ € F.(|¥[, f) <1}
1

IN

IN

Drapres {[31], Iv, exercice.9(a)}, F* = (E*);. Maintenant, puisque £ est d'une
norme d’ordre continu, F est un idéal d’ordre de E** (voir [31], 11.5.10), d’ou F* =
E; donc

VU e o(F,F')— lim (S(t)¥ —¥)=0

t —0t+
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3. Semi-groupe sous-markovien

Alors, supposons que ||S (f)|| <1Vt >0 et F* est dense dans F, nous avons

o (F,F*)— lim (S()¥—¥) =0V WEF
t —0
D’ici il suit que {S (), t > 0} est un C -semi-groupe dans F' (voir[24], I thm 1.23).
Soit B le générateur de{S (t), t > 0}, d’apres ([29], chap 2 th 1,3) nous avons

D(A*) C D(B) et A*W = BV pour tout ¥ € D (A")

D’ou

BY = iaV donc s(B) > 0,

Maintenant, puisque ||S (¢)|| <1, V¢ > 0, il suit que s (B) = 0.
Donc, la résolvante de B croit lentement.
Appliquons la proposition 1.1, il existe 0 # z € Ey tel que B*z = iaz
Par conséquent, z € D (B®) (voir[28], A — I, 3.4) et puisque la norme duale de F’

est Pr, nous avons qu’il existe

S(t) z—
Pp— tim 2 272
t—0+ t

= B®z = B*z.

Alors, comme Py est plus fin que la norme de F restriction de E; , nous incluons
z€D(A)et Az =Bz =i0z. =

Si chaque semi-groupe sous-markovien dans un espace de Banach lattice d’une
norme d’ordre continu est borné,

alors le théoréme ci-dessus " serait inclu dans le corollaire "

Cela n’est pas vérifiée pour ’exemple suivant
Exemple 3.1 Considérons R, avec une mesure de Lebesque m et définissons
E: =LY Ry, dn)N L (R, e"dm), 1 <p < +oo
Lequel est un espace de Banach lattice d’une norme d’ordre continu, en ce qui concerne

70



3. Semi-groupe sous-markovien

la norme

/|f )" dm (z /If e“dm ()

mais lequel n’est pas réflexif .

Pour t >0, définissons l'opérateur T (t) dans Ep par

T@)f(r): =flz+1)

Alors il facile de montrer que ||T (t)|| = 1 pour tout t > 0 et {T'(t),t >0} est
un Cy -semi-groupe positif dans Ep. Considérons {S (t),t > 0} le semi-groupe est
échelonné, S (t): = e'T (t),V t > 0. Alors {S (t),t > 0} n’est pas borné mais il est

sous-markovien puisque f (x) = e est un point quasi intérieur de Ep et

S(t) f(z) = ele 2@t =7t 720 < £ (1)

le semi-groupe {1 (t),t > 0} dans cet exemple est une modification donnée dans [23|

d’un exemple donné par Greiner-Voigt. Wolff [25].

Exemple 3.2 Cet exemple montre que l’hypothése E admet une norme d’ordre continu
dans le théoréme 3.2 est essentiel. Considérons [’espace de Banach lattice

E = C(R,) de toutes les fonctions continues a valeurs réelles dans R lesquelles
croissent o linfin.

Soit g une fonction q(x): = —x (x € Ry) alors Uopérateur de multiplication

M, : f — q f avec un domaine mazimal engendre le semi-groupe de multiplication

T(t)f: =e"f etil est connu {voir [28],A-1I,2,3} que

0€0pp (M) =0y ((Mg)") & 00 (My) = 6.

Comme conséquence de théoréme 1.1 et le théoréme 3.1 nous obtenons la généralisa-

tion de théoréme 1.2 suivante.
Théoréme 3.3 Soit {T (t), t > 0} un Cy -semi-groupe faiblement presque pério-
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3. Semi-groupe sous-markovien

dique engendré par A.
Si o (A) NiR est dénombrable et o, (A) NiR = ¢. Alors {T'(t), t > 0} est unifor-

mément stable.

Remarque 3.1 Le théoréme précédant peut aussi étre obtenu comme conséquence

de la caractérisation de semi-groupe presque périodique donné dans [22],

de la méme fagon nous obtenons le théoreme 3.3 | si nous utilisons le résultat de
la stabitité donné dans ([28],C' — I V,1,5) au lieu du théoréme 1.1 nous obtenons le

résultat suivant.

Théoréme 3.4 Soit {T'(t), t > 0} est un Cy -semi-groupe positif dans l’espace de
Banach lattice E engendré par A .

Supposons que {T' (t), t > 0} est eventiellement norme-continue, si {T (t), t > 0}
un Cy -semi-groupe faiblement presque périodique alors les deux assertions suivantes

sont équivalentes

1. {T(t),t > 0} est uniformément stable
2. 0¢op (A).

Remarque 3.2 Dans les deux théorémes précédants la condition "{T (t),t > 0} est
faiblement presque périodique” est nécessaire puisque si {T (t),t > 0} est le semi-
groupe de diffusion dans L* (R™) engendré par Laplacian N\, {T (t),t > 0} n’est pas
uniformément stable parce que 0 ¢ o, (A).

Mais comme toutes les solutions de Af = 0 sont aussi constantes ou non bornées,
0¢op (D).

Observons que cet exemple montre aussi que la presque périodicité faible est une
condition nécessaire dans le théoréme 3.1 et l'hypothése "{T (t), t > 0} sous marko-

/

vien " est nécessaire dans le théoréeme 3.2.
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