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Résumé
Soit f:R" —R. On cherche a résoudre le probleme de minimisation sans contraintes

suivant: - min{f(x):xe R"}.....(P)

L'algorithme de la méthode du Gradient conjugué Hestenes-Stiefel (HS) est un outil de
I'optimisation numérique sans contraintes qui a une bonne performance numérique, mais aucun
résultat de convergence globale avec la recherche linéaire inexacte n'a été prouvé. Dans cette these,
en s'inspirant du travail de Shi, Z.J et Shen, J. (2007), on propose une nouvelle modification de la
recherche linéaire inexacte d'Armijo qui nous assure la convergence globale de la méthode du

T
8i Vi
T
di Yo
pour montrer la performance du nouveau algorithme.

gradient conjugué, version Hestenes et Steifel: S, = . Des tests numériques sont donnés

Mots clés: Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale,Recheche linéaire inexacte, Regle
d'Armijo, Regle de Wolfe (forte et faible), Méthode de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-
Reeves, Méthode de Polak-Ribiere-Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Dai-
Yuan,Méthode hybride du Gradient conjugué .

Abstract

Consider the following unconstrained optimization problem, min{ f(x):xe R”} ...... (P)

where f:R" >R

The Hestenes-Stiefel (HS) conjugate gradient algorithm is a useful tool of unconstrained
numerical optimization. which has good numerical performance but no global convergence result
under traditional line searches. In this thesis, we proposes a line search technique that guarante the
global convergence of the Hestenes-Stiefel (HS) conjugate gradient method, in which S, is defined

T
by B = é;"—;)" Numerical tests are presented to validate the different approaches.
k=17 k-1

Key words: Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, Inexact line search, Armijo line
search, Strong Wolfe line search, Weak Wolfe line search, Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-
Reeves Method, Polak-Ribiere-Polyak Method, Conjugate descent Method, Dai-Yuan Method,
Hybrid Conjugate Gradient Method.
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Introduction générale

Dans la vie courante, nous sommes fréquemment confrontés a des problemes "d’optimisa-
tion" plus ou moins complexes. Cela peut commencer au moment ol 1'on tente de ranger son
bureau, de placer son mobilier, et aller jusqu’a un processus industriel, par exemple pour la
planification des différentes taches. Ces problémes peuvent étre exprimés sous la forme générale
d’'un "probléme d’optimisation”.

L’optimisation peut étre définie comme la science qui détermine la meilleure solution a
certains probléemes mathématiquement définis, qui sont souvent des modeles de physique réel.
C’est une technique qui permet de "quantifier' les compromis entre des critéres parfois non
commensurables ([03]).

L’optimisation recouvre 1’étude des criteres d’optimalité pour les différents problémes, la
détermination des méthodes algorithmiques de solution, 1’étude de la structure de telles mé-
thodes et I'expérimentation de l'ordinateur avec ces méthodes avec vrais problemes de la vie
([34]).

D’un point de vue mathématique, 1‘'optimisation consiste a rechercher le minimum ou le
maximum dune fonction avec ou sans contraintes.

L’optimisation possede ses racines au 18ieme siecle dans les travaux de :

-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements limités.

- Cauchy ([14]) fut le premier a mettre en ceuvre une méthode d’optimisation, méthode du
pas de descente, pour la résolution de problemes sans contraintes.

Il faut attendre le milieu du vingtieme siecle, avec I’émergence des calculateurs et surtout
la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre des avancées spectaculaires en termes
de techniques d’optimisation. A noter, ces avancées ont été essentiellement obtenues en Grande

Bretagne.
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De nombreuses contributions apparaissent ensuite dans les années soixante. G. Zoutendijk
([81]), C. W. Carroll ([11]), P. Wolfe ([73]), R. Fletcher et M. J. D. Powell ([36]), C. Reeves
([35]), A. A. Goldstein ([44]) et A. V. Fiacco et G. P. McCormick ([37]) pour la programmation
non linéaire ainsi que E. Polak et G. Ribiere([56]), B.T. Polyak ([57]) et J.F. Price ([43]).

Soit  f : R™ — R. On cherche a résoudre le probleme de minimisation sans contraintes

suivant :

(P): min{f(z):x € R"} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (P), on peut
citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour les problemes
de grande taille. Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([48]), pour la

minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été
réalisé pour la premiere fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([35]) (méthode de Fletcher-Reeves)
puis en 1969 par Polak, Ribiere ([56]) et Polyak ([57]) (méthode de Polak-Ribiére-Polyak). Une

autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([34]) (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes génerent une suite {x}, . de la facon suivante :

Thy1 = Tk + Oékdk (02)

Le pas aj € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire

exacte ou inexacte.

Les directions dj, sont calculées de fagcon récurrente par les formules suivantes :

4, — { —gr sik : 1 0.3)
=9k + Brdy—1 sik > 2
g = Vf(zg) et B € R.
Les différentes valeurs attribuées a 5, définissent les différentes formes du gradient conju-
gué.
Si on note yx_1 = gr — Gr_1, Sk = Trr1 — Tk on obtient les variantes suivantes :
1- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel(HS)[48]

HS _ gfﬂyk
g dgyk
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2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)[35]

2
rr_ _ll9:l
ko 2

lgs—1

3- Gradient conjugué variante Daniel (D)[32]

b Gk VS (1) di
Bk T2
dkv f (l‘k)dk

4- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak(PRP)[56,57]

PRP __ ngyk
ko= 2
lgx—1ll

5- Gradient conjugué variante descente — Fletcher (CD)|[34]

2
oo llal
F dg;lgk—l

6- Gradient conjugué variante Liu - Storey(LS)[52]

L _ _ Gin¥k
g dzgk

7- Gradient conjugué variante de Dai- Yuan(DY)[24]

2
DY _ Hgk”
F d%;1yk—1

8- Gradient conjugué variante de Dai-Liao (DL)[19]

BPL — g£+1 (yr — tsk)
g YF s,

9- Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)[45]

H ||y ||2 ’ g

Z k k+1
= —2d —_—

. (yk : di yr ) Ly

10- Gradient conjugué variante de Z. Wei [74]
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T __llgwll
Ik (9k ||gk_1||9k*1)

5;: = 2
[rer=y|

11- Gradient conjugué variante de Hao Fan, Zhibin Zhu et Anwa Zhou [3§]

2

k
1l gt di—1| + [l gr-1]®

12- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL)[60]

RMIL _ 9;{ (gk - gk—l)
k = 2
[ dy—1]]

Rappelons que les premiers résultats de convergence de la méthode du gradient conjugué
ont d’abord été établis avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe fortes, c¢’est a dire que

les pas oy, dans (0.2), doivent vérifier aussi les deux relations suivantes :

flz+ ardy) < flax) + poiV f (i) di (0.4)

avec

O<p<o<l

Le premier théoreme démontrant la descente d’'une méthode du gradient conjugué non linéaire
2

fut établi par Albaali ([1]). Albaali a utilisé BfT = % et la recherche linéaire inexacte de
-1

Wolfe forte (0.4), (0.5) avec o < 3. Gilbert et Nocedal ([39]) ont généralisé ce résultat pour

tout algorithme du gradient conjugué dont
1Bk < BET

Ces résultats furent par la suite généralisés en considérant des recherches linéaires inexactes
du type Wolfe faibles, c’est a dire que les pas oy dans (0.2), doivent vérifier les deux relations

plus faibles que (0.4) et (0.5), suivantes :

[+ ardy) < f(ax) + parV f(2x)" di (0.6)
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Dans ce cas, le principal résultat obtenu est celui de Dai et Yuan ([24]).

Si on considere les variantes Polak-Ribiere-Polyak (PRP) et Hestenes et Steifel (HS) non
linéaire du gradient conjugué, peu de résultats de convergence complets ont été établis. Grippo
et Lucidi ([41]) et P. Armand (2005) ont suggéré des modifications dans le choix de «y, afin
d’établir le résultat de la convergence.

La question naturelle qui se pose est la suivante :

Peut on obtenir des résultats de convergence de la variante du Gradient Conju-
gué de Hestenes et Steifel(HS) en utilisant une modification sur la recherche linéaire
inexacte d’armijo ?

Une premiere étude a été établie par Shi, Z.J et Shen, J. (2007, [68]) dont le but a
été d’étudier la convergence de la méthode de Polak-Ribiere-Polyak (PRP). Ils ont modifié
la recherche linéaire d’Armijo (ay vérifiant (0.6)) pour assurer la convergence de la méthode
PRP.

Dans cette these, en s’inspirant du travail de Shi, Z.J et Shen, J. (2007), on propose une

nouvelle modification de la recherche linéaire inexacte d’Armijo qui nous assure la convergence

HS _ __ 91Uk
k di_1Ye—1"

Cette these comporte une introduction, cing chapitres. et une conclusion avec des perspec-

globale de la méthode du gradient conjugué, version Hestenes et Steifel :

tives. On introduit dans Le premier chapitre les notions préléminaires et de base. On aborde
dans ce chapitre quelques notions sur les problemes de minimisation sans contraintes et leurs
algorithmes.

Le deuxieme chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution des pro-
blemes d’optimisation sans contraintes. Le concept central est celui de direction de descente.
On expose aussi dans ce chapitre les principales regles de recherches linéaires.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude de la contribution de la recherche linéaire inexacte
sur la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu'une contribution, parce
que la recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien
que le choix de la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition,
dite de Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

Le chapitre 4 est une synthese des diftérents résultats de convergence des différentes variantes
de la méthode du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte et Wolfe

faible.

Le dernier chapitre contient le résultat original de cette these. On introduit une nouvelle
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modification de la recherche linéaire inexacte d’Armijo et on I'applique a la méthode du gradient

. , . . HS gTyk
conjugué version Hestenes et Steifel : 5,7 = +=2—=—
dy 1 Yk—1

descente est assurée a chaque itération et certains résultats généraux de convergence sont mon-

. Avec cette modification la propriété de

trés. Les résultats numériques montrent que cette méthode est plus performante que d’autres
méthodes de gradient conjugué assez connues. Le manuscrit se termine par une conclusion

générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

Notions de base et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire certaines notions et résultats de calcul matriciel
ainsi que des notions de base de 'analyse convexe et la programmation mathématique qui
seront utile par la suite. On terminera ce chapitre par quelques généralités sur les problemes
de minimisation sans contraintes et leurs algorithmes. Des propriétés concernant les matrices

dans ce chapitre, sont classiques. On pourra consulter I'ouvrage de Horn et Johnson [50].

1 Calcul matriciel

Définition 1.1 o Soit A une matrice carrée d’ordre n. S’il existe une matrice carrée B d’ordre
n telle que AB = BA =1, alors B est appelée la matrice inverse de A et est notée A1,

e Une matrice carrée A est dite symétrique si A = At.

e Le rang d’une matrice A est donné par le nombre de lignes ou de colonnes linéairement
indépendantes de A.

e Soit A une matrice carrée, le polynéme caractéristique de A est donné par :

p(\) = |A = M|, p(\) est un polynome de degré n donc possédant au plus n racines réelles
distinctes.

e Une matrice A est singuliére si et seulement si det (A) = 0, est dite A non singuliére si
det (A) # 0.

e Les valeurs propres de la matrice A sont les racines de p(.) ; i,e., les valeurs \; telles que
p(Ai) = 0.

e Une matrice Q est dite orthogonale si Q=1 = Q*.

1.1 Indépendance linéaire

Soit {v(l),v(z), ...,v(k)} un ensemble de vecteurs dans R™. On dit que cet ensemble est li-

néairement indépendants si : o™ + agv® + .+ = 0= a; =ay = ... = o, = 0.
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1.2 Produit scalaire et normes vectorielles

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R™ est

=n
t
ry = E TiY;
i=1

Définition 1.1.2

Une norme d’'un espace vectoriel E est une application || . || de E dans R qui vérifie les

propriétés suivantes :
Vee B, || xz||>0

|z]| =0 2=0

VAER z € E, || Azl =[ Al ||
Ve,y e B[z +y <[z |+ [yl
Dans R", les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la norme 1 et la norme
euclidienne.

e norme infinie :
[#]loc = Mazi<icn | @i |

e norme 1 :

=n
I b= 1|
i=1

e norme 2 ou norme euclidienne :

=n

| 2 o= Vaiz = (3 2%)}

1

=

oux = (x1,...,2,)" .

La norme euclidienne est donc définie par le produit scalaire x'y.



I.2 Analyse convexe

1.3 Normes matricielles

Définition 1.2 Soit || . || une norme quelconque sur R™, on appelle norme matricielle subor-

donnée de la matrice carrée A d’ordre n

A
Az ] _ max || Az ||

seRrzll#0 || || eern o=

Al =

1.4 Orthogonalité dans R"

Définition 1.3
rlys=a1y=0

Théoreme 1.1 Toute matrice symétrique a des valeurs propres réelles et des vecteurs propres

réels. FElle est diagonalisable. De plus, les vecteurs propres forment une base orthonormée.

Théoréme 1.2 Si A est une matrice définie positive d’ordre n, alors :
1) A est non singulicre ; i.e, A™' existe
2) Ay >0, pouri=1,...n.

Théoréme 1.3 Si A est une matrice symétrique et D est une matrice diagonale contenant les

valeurs propres de A ; alors il existe une matrice orthogonale Q telle que D = Q1 AQ = QTAQ.

2 Analyse convexe

2.1 Ensembles et fonctions convexes

Définition 2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et x,y € E. On appelle

segment de E, un ensemble noté et défini comme suit :
[z;y] = {(1 = t)z +ty : t € [0;1]}

on dit qu’une partie C' de E est convexe si pour tout x,y € C, le segment [z;y] est contenu

dans C.

Proposition 2.1 1) SiC,...,C, sont des espaces convezes alors ['intersection NC; est convexe.
2) Pour i =1,...,k soient C; € R™ des ensembles convezes alors C = Cy X ... x C}, est un
ensemble convere de R™ > >k,
3) Soit C C R™ un ensemble conveze et f : R™ — R™ une application affine, alors f(C) =
{f(x)/x € C} est conveze.
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Définition 2.2
Q=R QCR"

est convexe sur ) si son épigraphe est un ensemble convexe.

Définition 2.3 Soit 2 C R™ un ensemble convere non vide.Une fonction f:Q CR® — R est

une fonction convexe si et seulement si pour tout x,y € 2, on a :
flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y), pour tout o € [0, 1]

& On dit que f:Q C R™ — R est strictement convexe si pour tout xv, xo € Q avec 1 # X3,
on a:
flter + (1 —t)zo] < tf(x1) + (1 —t)f(z2), pour toutt € ]0,1]

& On dit que f: Q C R™ — R est fortement convere ou uniformément convexe de module

d >0 (§-convexe), si pour tout x, y € ), on a :
fIL =)z +ty] < (1=1)f(x) +1f(y) — gt(l —t) |l = ylI*, pour tout t €10, 1]
& On dit que f:Q CR™ — R est quasi-convexe, si pour tout x,y € 2, on a :
fI(1 =t)x + ty] < max[f(x), f(y)], pour tout t €]0,1]

$ On dit que f: Q C R* — R est strictement quasi-convexe, si pour tout x,y € 2, avec

f(@) # [(y), ona:

fI(1 =t)x + ty] < max[f(x), f(y)], pour tout t €]0,1]

3 Optimisation sans contraintes

Dans ce paragraphe, on définit et on introduit les outils fonctionnels de base nécessaires

pour 'optimisation sans contraintes.

3.1 Différentiabilité

On se place dans R", n < oo, considéré comme un espace vectoriel normé muni de la norme
euclidienne notée ||.||.

Soit 2 un ouvert de R™.

10
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3.1.1 Gradient, Hessien

Définition 3.1 e On note par

VI = (5L ) )

le gradient de [ au point x = (xq, .., z,).

e On appelle Hessien de f la matrice symétrique de M,(R)

H(z) = V(VTf)(z) = Vf(z) = <8iaf%> (), i=1,...,n, j=1,...n

Définition 3.2 e On dit que x* est un point stationnaire de f si V f(x*) = 0.
o Soit M,, U'anneau des matrices carrées n X n dans R. Une matrice A € M,, est dite
semi-définie positive si
VeeR": 2" Az >0

elle est dite définie positive si
Ve eR": 2" Az > 0

3.1.2 Dérivée directionnelle

Définition 3.3 ([7,p.8]) On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point

x, notée d f(x,d), la limite (éventuellement +o00) du rapport :

[z + hd) — f(x)

lorsque h tend vers 0.

h
Autrement dit : Fo+ hd)— f(2)
Y T+ —fx) o7
5f (e, d) = lim - — V7 f(x)d
e Si||d|| =1: la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction d

au point x.

Remarque 3.1 e Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient

e Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

Définition 3.4 Soit f : R® — R.y = f(x) définit une surface dans R"™'. f(z) = r, avec r

constant, définissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface.

11
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Un contour de niveau r est l’ensemble des points R(r) = {z/ f(x) =r}

Propriété 1.1.1

Soit f:R™ — R et V[ son gradient, R le contour, alors le gradient V f est orthogonal au
contour.

Démonstration :

Soit le contour R de niveau f(xq) passant par o : R = {x/ f(z) = f(z0)}

Soit une courbure dans R paramétrée par v(t) : R — R avec v(ty) = zo et v(t) =z € R.
La tangente a cette courbe en x( est de direction

dv
dt/tzto

Nous avons :

) = f) = f(xo)
= LI e =0

0 d 0 dv,,
o (0t0)) G ot + 4 o (0lt0) 2 iy =0

dv
< va(a:O)di/t:to =0
t
Ce qui veut dire que V f(zg) est orthogonal & R en xg, Vay, O

3.2 Conditions d’optimalité des problemes d’optimisation sans contraintes

Définition 3.5 Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P).

a) x. € R"™ s’appelle minimum global du probléme (P) si
flz.) < f(z), Vo e R™.
b) x. est un minimum local de (P) s’il existe un voisinage V.(x.) de x, tel que
flzy) < f(x), Vo € V(z,).
¢) z, est minimum local strict s’il existe un voisinage V.(x,) de x, tel que

flzy) < f(x), Ve e Vo(z,) et x#x. O

12
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3.2.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 3.1 ([7]) Soit f : R" — R telle que f soit différentiable au point T € R™. Soit
d € R" telle que V f(z)'d < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(T+ad) < f(T) pour tout o €]0, 0.

La direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve. Comme f est différentiable en 7 alors
f(@+ad) = f(Z) +aVf(@)'d+ ald| \NT;ad)

ou A(T; ad) — 0 pour o — 0. Ceci implique :

f@+ O‘Z) — @) G r@)d+ |d| @ ad), a £ 0

et comme V f(Z)'d < 0 et A\(T; ad) — 0 pour o — 0, il existe § > 0 tel que
Vf(@)'d + ||d|| \(T; ad) < 0 pour tout a €]0, §[

et par conséquent on obtient :

f(@ + ad) < f(z) pour tout o €]0,5[. O

Corollaire 3.1 Soit f:R" — R différentiable en T, si T est un minimum local alors V f(T) =
0.

Preuve. Par contre, on suppose que V f(T) # 0. Si on pose d = —V f(Z), on obtient :
Vi@'d=—|VI@|* <0
et par le théoreme précédent, il existe 6 > 0 tel que :
f(@ + ad) < f(T) pour tout a €]0, ]

mais ceci est contradictoire avec le fait que T est un minimum local, d’ou V f(Z) = 0.

13
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Théoréme 3.2 ([28]) Soit f : R* — R deux fois différentiable en T. Supposons que T soit

minmum local. Alors V f(T) = 0 et H(T) est semi définie positive.

Preuve. Le corollaire ci-dessus montre la pemiére proposition, pour la deuxieme proposition

on a :

1
f(@+ad) = f(T) +aVfT)d+ 5oﬁd'fhr(f)d + a?||d||* Mz; ad)
ou A(T; ad) — 0 pour @ — 0. Ceci implique :

f(@ + ad) - f(7)

o

1
= §dtH(T)d + |ld||* Mz; ad), a # 0.
Comme 7 est un minimum local alors f(Z + ad) > f(Z) pour « suffisamment petit, d’ot
1
§dtH(T)d + ||d||* M(z; ad) > 0 pour « petit.

En passant & la limite qund o — 0, on obtient que d'H(x)d > 0, d'ot H(T) est semi définie

positive. [ |

3.2.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 3.3 ([28]) Soit f : R" — R deux fois différentiable en@. SiV f(ZT) = 0 et H(T) est

définie positive, alors T est un minmum local strict.

Preuve. f est deux fois différentiable au point Z. Alors Vx € R"™, on obtient :
1
f(@) = f@) + V@) (z - 7) + 5@ -2 H@) (@ - 7) + ||z - | A 2 — 7) (1.1)

ou A(T;x —T) — 0 pour x — T. Supposons que T n’est pas un minimum local strict. Donc il
existe une suite {x;} convergente vers T telle que

flzx) < f(T), xr # T, Vk. Posons d, = (x — @)/ ||zx — Z|| . Donc ||dg|| =1 et on obtient a
partir de (1.1) :

Jaw) = J(@) f@ = 1d}@H(f)alk + ATz, —T) <0, Vk (*)

[z — 2| 2

et comme |[|dy|| = 1, V& alors 3{dy},cn,cn telle que dp — d pour k — oo et k € N;. On a bein

stir [|d|| = 1. Considérons donc {dj},cy, et le fait que A\(T; 2 —7) — 0 pour k — oo et k € N;.

Alors (%) donne : d"H(Z)d < 0, ce qui conterdit le fait que H(T) est définie positive car ||d|| = 1

(donc d # 0). Donc Z est un minimum local strict. m
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Cas convexe

Théoréme 3.4 ([07]) Soit f: R™ — R telle que f est convexe et différentiable. Alors . est

un minimum global de f si et seulement si V f(x,) = 0.

Théoréme 3.5 ([07]) Soit f: R™ — R telle que f est pseudo conveze. Soit x, € R™ tel que

Vf(z.) =0, alors x, est un minimum global de f.

Remarque 3.2 Les théoremes 1.4 et 1.5 demeurent vrais si on remplace R™ par un ouvert S
de R™.

Remarque 3.3 Dans le cas ou [ est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De
plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais
aussi unique ([07]).

3.3 Les problemes de minimisation sans contraintes et leurs algo-

rithmes

Soit f : R™ — R. On appelle probléeme de minimisation sans contraintes le probléme suivant :

Minimiser{ f(z): =z € R"}. (P)

L’étude de ces problemes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de problemes
d’optimisation avec contraintes sont transformés en des suites de problemes d’optimisation sans
contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des penalités, ...). L’étude des probléemes
d’optimisation sans contraintes trouve aussi des applications dans la résoulution des systemes
non linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problemes de minimisation sans contraintes
ont pris ces dernieres années un bel essor si bien que la bibliographie correspondante contient
des centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement fortuit, il reflete le role de
premier plan que les problemes d’optimisation jouent dans les applications.

La construction d’algorithmes consacrés a la recherche efficace de minimum d’une fonction
sans contraintes est un probleme complexe, car il ne suffit pas d’élaborer un algorithme il faut
montrer de plus qu’il emporte sur ceux connus.

On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs criteres, par exemple, la précision
du résultat, le nombre d’évalutions fonctionnelles et celui d’évaluations du gradient, la vitesse

de la convergence, le temps de calcul, 'occupation de la mémoire nécessaire, ....
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Méme en se fixant des criteres de comparaison, on ne peut pas classer les algorithmes ni en
indiquant lequel est le meilleur ou le pire. Le fait est qu’on obtient les estimations de I'un des
criteres précédents pour des classes des problemes, et un algorithme mauvais pour une vaste
classe peut s’averer efficace pour une autre, plus restreinte. L’utilisateur doit posseder tout un

arsenal d’algorithmes pour étre en mesure de faire face a chaque probleme posé.

3.3.1 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel a des proce-
suss itératifs du type

Tpy1 = Tk + apdy

ou dj, détermine la direction de déplacement a partir du point x; et a4 est un facteur numérique
dont le grandeur donne la longueur du pas dans la direction dj.

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probleme (P) sera déterminé dés qu’on
définit les procédes de construction du vecteur d, et de calcul de ay a chaque itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs dj, et les scalaires oy détermine directement
les proprietés du procesuss et spécialement en ce qui concerne la convergence de la suite {zx},
la vitesse de la convergence,....

Pour s’approcher de la solution optimale du probleme (P) (dans le cas général, ¢’est un point
en lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité
de f), on se déplace naturellement & partir du point x; dans la direction de la décroissance de

la fonction f.

3.3.2 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui a x € R” fait correspondre un sous
ensemble A(z) de R™.

Etant donné un point x;. En appliquant les instructions d’un certain algorithme, on ob-
tient un nouveau point xy1. Cette procédure peut étre décrite par une application multivoque
A applée application algorithmique. Donc étant donné un point x; € R”, 'application algorith-
mique génere une suite zq, xg, ....., ot xx1 € R™ pour tout k.

La notion d’application algorithmique fermé est directement liée a la convergence des algo-

rithmes

Définition 3.6 Soient X etY deuxr sous ensembles fermés non vides de R™et R™ respective-

ment et A : X — Y une application multivoque. A est dite fermée au point x € R™ si
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I[.3 Optimisation sans contraintes

T € Xy T T } implique que y € A(x).
Y €Y,y =y

Donnons un théoreme de convergence qui utilise les fonctions multivoques et qui nous sera
utile par la suite. Avant cela, notons qu’a cause de la non convexité, de la taille du probleme et
d’autres difficultés, on peut arréter le procesuss itératif si on trouve un point appartient a un
ensemble spécifique qu’on appelle ensemble des solutions (2.

Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.

Q={z,:Vf(z,) =0}

Q) = {x, : xz, est une solution optimale locale du probleme (P)}

Q= {z.: f(x.) <vi+e} ol e >0 est une tolérance définie a 'avance et v, est la valeur
minimale de la fonction objective.

Nous dirons que 'application algorithmique A : X — X converge dans Y C X si commen-
cant par n’importe quel point initial z; € Y, la limite de toute sous suite convergente, extraite

de la suite 1, xo, ....., générée par l'algorithme, appartient a (2.

Théoréme 3.6 ([7]) Soient X un ensemble non vide férmé dans R™ et Q C X un ensemble
des solutions non vide. Soit a : R™ — R une fonction continue, on considere que l'application
algorithmique C : X — X vérifie la propriété suivante : “étant donné x € X alors a(y) < a(x)
poury € C(x)”. Soit B : X — X wune application algorithmique férmée sur le complémentaire
de 2 qui vérifie :

a(y) < a(x) poury € B(x) et © ¢ Q. Maintenant considérons ['application algorithmique
composé A = CB. Soit x1 € X, la suite {x}} est générée comme suit :

Si xy, € QU stop ; sinon poser xyp1 € A(xy), remplacer k par (k + 1) et répéter.

Supposons que A = {x € X, a(z) < alzy)} est compact. Alors, ou bien l'algorithme s arréte
a un nombre fini d’itérations par un point € ), ou tous les points d’accumulation de {x}

appartenants a ).

3.4 Convergence globale des algorithmes

Définition 3.7 Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent (ou encore : posséde la propriété de convergence globale) si, quel que
soit le point de départ xy choisi, la suite {xy} engendrée par x4, € A(xy) (ou une sous suite)

converge vers un point satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité.
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3.5 Modes et vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant
a ’évaluation de son efficacité D un point de vue pratique, l'efficacité d’un algorithme dépend
du nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une approximation a ¢ pres (e fixé a avance)
de 'optimum z*.
Si 'on compare entre eux plusieurs algorithmes, et si I'on admet que le temps de calcul par
itération est sensiblement le méme pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit
nombre d’itérations.
Malheureusement, il se révele impossible de dégager des conclusions générales de ce genre de
comparaison
Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser, la valeur de la tolérance
choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier considérablement.
Sil'on veut dégager un critere ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par conséquent recourir
a un autre type d’analyse : c’est 'objet de I’étude de la convergence asymptotique c’est-a-dire
du comportement de la suite {x;} au voisinage du point limite z,.
Ceci conduit a attribuer a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse de conver-
gence.

Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront abondamment utilisées par

la suite.
Placons nous dans R™, ou ||.| désigne la norme euclidienne et considérons une suite {xj}
convergeant vers x*.
- Tpp1-T"
-Si hmsupM =<1
ek — 2|
On dit que la convergence est linéaire et A est le taux de convergence associé.
*
. N Tk4+1-T
-SlMHOquandkHoo
[

on dit que la convergence est superlinéaire.

Plus précisément si dp > 1 tel que :

I 21 — 27|
imsup————-

< +00
koo |lT1 — 2"

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.

En particulier si

o
lim sup-————5 < +00
k—oo ||zF — x*||

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2)
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Chapitre 11

Optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas ai le long d’une direction de

descente dj, autrement dit résoudre le probleme unidimensionnel :
min f(z, + ady), a€R (P)

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les applica-
tions on rencontre, naturellement, des problemes unidimensionnels, mais plutot du fait que la
recherche linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’op-
timisation multidimensionnelle. D’habitude, nous avons le schéma suivant d’une méthode de
minimisation sans contraintes multidimensionnelle :

En regardant le comportement local de I'objectif f sur I'itération courante xj, la méthode
choisit la “direction du mouvement” dj (qui, normalement, est une direction de descente de

lobjectif : VT f(z).d < 0) et exécute un pas dans cette direction :
T —> Tpy1 = Tp + Qpdy (*)

Afin de réaliser un certain progres en valeur de l'objective, c¢’est-a-dire, pour assurer que :
fxr + ardy) < f(ap)
Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction dj est choisi par la minimisation

unidimensionnelle de la fonction :
hk(oz) = f(xk + Oédk)

Ainsi, la technique de recherche linéaire est une brick de base fondamentale de toute méthode
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Chapitre II. Optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire

multidimensionnelle.

1 Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs

1.1 Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffisamment. Cela se traduit le plus souvent par la réalisation

d’une inégalité de la forme
f(zg + agdy) < f(x) + "un terme négatif ” (2.1)

Le terme négatif, disons v, joue un role-clé dans la convergence de 'algorithme utilisant
cette recherche linéaire.

L’argument est le suivant.

Si f(xy) est minorée (il existe une constante C' telle que f(x) > C pour tout k), alors ce
terme négatif tend nécessairement vers zéro : v, — 0. C’est souvent a partir de la convergence
vers zéro de cette suite que l'on parvient a montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers
zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de
I'information.

En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(xy 4+ apdy) < f(2).

1.2 Le second objectif

Consiste d’empécher le pas o > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.1) est en général satisfaite
par des pas o > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une 'fausse convergence', c’est-a-dire la convergence des itérés vers
un point non stationnaire, comme le montre 1'observation suivante ([40]).

Si on prend

la suite {zy} générée par (*) est de Cauchy, puisque pour 1 <[ < k on a :

ek — || = < - — 0, lorsque : [ — o0.

21
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I1.2 Recherches linéaires exactes et inexactes

Donc {z} converge, disons vers un point z. En prenant [ = 1 et k — oo dans Iestimation

ci-dessus, on voit que = € B(xy,¢) et donc T ne saurait étre solution s’il n’y a pas de solution

dans B(zy,¢€).
On a donc arbitrairement forcer la convergence de {x;} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f & la droite {z} + ady/a € R} C

R™ : comme la fonction : hy : Ry — R;

o — hk(Oé) = f([Ek + Oédk)

2 Recherches linéaires exactes et inexactes

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a ’optimisation unidimension-

nelle :

2.1 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a minimiser le critere le

long de dj. et donc de déterminer le pas ap comme solution du probleme
min Ag(a) a >0

C’est ce que 'on appelle la regle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle est appelé
pas de Cauchy ou pas optimal.
Dans certains cas, on préférera le plus petit point stationnaire de h; qui fait décroitre cette

fonction :
ar =1inf{a > 0: hy (o) < hy (0)} .

On parle alors de regle de Curry et le pas déterminé par cette regle est appelé pas de Curry.

De maniere un peu imprécise, ces deux regles sont parfois qualifiées de recherche linéaire exacte.

Remarque 2.1 Ces deux regles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par exemple
lorsque hy, est quadratique.
Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la solution de la

recherche linéaire s’obtient de facon exacte et dans un nombre fini d’itérations.
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2.1.1 Les inconvénients des recherches linéaires exactes

Pour une fonction non linéaire arbitraire,

- il peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

- la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et ne peut
de toutes facons pas étre faite avec une précision infinie,

- Defficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une recherche
linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu a déterminer un tel
pas,

- les résultats de convergence autorisent d’autres types de regles (recherche linéaire inexacte),

moins gourmandes en temps de calcul.

2.1.2 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche
linéaire exacte, car trouver oy, signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction
hy et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutot une valeur de o* qui assure une décroissance suffisante de

Cela conduit & la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.1  On dit que [ay, o] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les
valeurs de « de la facon suivante :

- 81 a < oy alors o est considéré trop petit,

- 81 ag > a > oy alors « est satisfaisant,

- Si o > ay alors est considéré trop grand.

Le probléeme est de traduire de fagon numérique sur h;, les trois conditions précédentes, ainsi

que de trouver un algorithme permettant de déterminer oy et oy.

2.1.3 Algorithme de base

| Algorithme 2.1 (Algorithme de base) |

Etape 0 : (initialisation)
ag = g = 0,choisir oy > 0, poser k = 1 et aller a I'étape 1;
Etape 1 :

Si «y convient, poser o = ay et on s’arréte.
k ) k
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Si ay, est trop petit on prend ag 11 = g, g = oy
et on va a 'étape 2 .
Si ay, est trop grand on prend a1 = o, g = 0y
et on va a I’étape 2 .
Etape 2 :
si g1 = 0 déterminer oy €] gr1, +00]
st Qg pt1 # 0 déterminer a1 €]ayg ki1, Qapr1]
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. 0
Au lieu de demander que oy minimise , on préfere imposer des conditions moins restric-
tives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute fois de contribuer a la convergence des
algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces
conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur
recherche plus aisée. C’est ce que 'on fait avec les regles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe

décrites dans la prochaine section.

2.2 Recherches linéaires inexactes

On consideére la situation qui est typique pour I'application de la technique de recherche
linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimensionnelle.
Sur une itération k£ de la derniere méthode nous avons l'itération courante x; € R" et la

direction de recherche d; € R™ qui est direction de descente pour notre objectif : f: R" — R :

Le but est de réduire “de fagon importante” la valeur de I'objectif par un pas zy — zp11 =
xp+aygdy, de xy, dans la direction dy. Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein,
Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...) ont élaboré plusieurs regles (tests).

L’objectif de cette section consiste a présenter les principaux tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.

2.2.1 Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [ag, 4] , ol & € [ay, ag], dans

lequel :
hi(ar) < hi(0) (f (zx + ardi) < f(x))

Le schéma de 'algorithme est donc :
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[Algorithme 2.2(Schéma général des recherches linéaires inexactes)|

Etape 0 : (initialisation)
ag1 = gy = 0, choisir oy > 0, poser k = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
si ay, est satisfaisant (suivant un certain critere) : STOP(a* = ay).
si oy est trop petit (suivant un certain critere) : nouvel intervalle : [ agpi1 = ai ,
Agr+1 = Q4 ]
et aller a I’étape 2.
sioy, est trop grand (suivant un certain critere) : nouvel intervalle : [ g1 = oy
y Od k41 = O ]
et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
st ag g1 = 0 déterminer g1 €] g py1 , +00 |
sl g1 # 0 déterminer oy €] Qg pr1 » QCapr1]
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. [

II nous reste donc a décider selon quel(s) criteére(s) « est trop petit ou trop grand ou

satisfaisant.

2.3 La regle d’Armijo

On bute a réduire “de fagon importante” la valeur de 1’objectif par un pas zy — zx11 =
x + agdy de xj dans la direction dy, tel que f(zg + agdy) < f(xy).
Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser A, au moins

2 et 21 = 2, les choix

localement. Par exemple, avec la fonction h : R — R; z — h(z) = x
dr, = (=1)*1; g, = 24+ 3 x 27*+D donnent : x), = (—1)%(1 + 27%).

h(xy) est bien strictement décroissante mais {z},~, ne converge pas vers le minimum zéro
mais vers 1 (dans cet exemple le pas est trop grand). B

La régle d’Armijo [02] impose une contrainte sur le choix de «y suffisante pour minimiser
localement h.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion p €]0, 1] de
ce que ferait le modele linéaire de f en x;. Cela conduit a I'inégalité suivante, parfois appelée

condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

f(@r + andr) < far) + pai VT fag)dy (2.3)
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Elle est de la forme (2.3), car p devra étre choisi dans|0, 1].
On voit bien a la figure 2.3 ce que signifie cette condition.

Il faut qu’en «y, , la fonction hj prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction

¢p(04) :
o —> hi(0) + ph}(0)a autremment dit o > f(2x) + par VT f(21)dy

2.3.1 Test d’Armijo :

¢ Si

hi(e) < hi(0) + phy,(0)ar
autrement dit f(xy, + ady) < f(z) + paV7T f(2y)dy

alors a convient.

¢ Si

he(a) > hi(0) + phy(0)a
autrement dit f(xp +ady) > f(xx) + paVT f(xy)dy

alors a est trop grand. 0

[Algorithme 2.3 (Régle d’Armijo)

Etape O : (initialisation)

Qg1 = agq = 0, choisir ay > 0, p €10, 1] poser k =1 et aller & étape 1.
Etape 1 :

si hg(ag) < hi(0) + phi(0)ag : STOP (o = o).

si hg(a) > hi(0) + phi(0)ay , alors

Qg1 = O ,0g k1 = oy et aller a I'étape 2.

Etape 2 :

st ag g1 = 0 déterminer oy €] agpy1 , +00 |

st ag g1 7# 0 déterminer oyt €] ag i1, Qape1 |

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. [

Remarque 2.2 En pratique, la constante p est prise trés petite, de maniére da satisfaire (2.5)
le plus facilement possible. Typiquement, p = 1072,
Notons que cette constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que

l’on ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat. [J
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Remarque 2.3 [l est clair que l'inégalité (2.3) est toujours vérifiée si oy, > 0 est suffisamment
petit.

Cela se démontre aussi facilement ([40]).

En effet dans le cas contraire, on aurait une suite de pas strictement positifs {ou;},-,

convergeant vers 0 lorsque ¢ — oo et tels que
(2.3) n’ait pas lieu pour ag = ag;.
En retranchant f(z;) dans les deux membres, en divisant par oy; et en passant a la limite

quand 7 — 00, on trouverait

VI f (@) dy > pV7 f(an)dy

ce qui contredirait le fait que dj, est une direction de descente (p < 1). O
Dans le théoreme suivant on va assurer l’existence du pas d’Armijo en posant quelques

conditions sur la fonction hy.
Théoréme 2.1 ([40]) Sihy : Ry — R;définie par hy(a) = f(x+ady) est continue et bornée
inférieurement, si dy est une direction de descente en xy, (h},(0) < 0) et si p € |0,1[, alors

I’ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo est non vide.

Preuve. On a

hi(a) = f(zr + ady)
Vo) = f(zr) + poVT f(2p)dy,

Le développement de Taylor-Yong en o = 0 de hy, est :
hi(a) = f(zx + ady) = f(xr) + pa V7 f(z)di + a&(a) ot £(a) = 0,a — 0.
et comme p € |0, 1] et h},(0) = VT f(z)d), < 0 on déduit :
fx) + VT f(ap)dy, < far) + paxVT f(2x)dy pour o> 0
On voit que pour « > 0 assez petit on a :
hi(a) < ¢y(a)

De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement,
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et 1, (o) = —o0; ¢ = +00, on déduit que la fonction ¢,(a)) — hi(a) a la propriété :

V,(a) — hi(a) > 0 pour «v assez petit
Y,(a) — hy(a) <0 pour « assez grand

donc s’annule au moins une fois pour o > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe @ > 0 tel que

hie(@) = ¥ (@) et hy(a) < P,(a) pour 0 < a < &

Ce qui acheve la démonstration. [ ]

Décrivons maintenat la regle de Goldstein&Price.

2.4 La regle de Goldstein&Price.

Dans la regle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif a chaque pas, mais
c’est ne pas suffisant ; reprenant exemple de la fonction b : R — R;z + h(z) = 22 et 21 = 2,

et cette fois d = —1 le choix ay = 2=**+1 donnent : 2, = (1 +27F)

hj est bien strictement décroissante mais {z;},., ne converge pas vers le minimum zéro

mais vers 1. Alors que la condition d’Armijo est satisfaite.

Les conditions de Goldstein & Price ([43]) suivant sont, comme on va le prouver,suffisante
pour assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment de I’algorithme qui

calcule le parametre .

Etant données deux réels p et o tels que 0 < p < § < 1; ces conditions sont :

flxp + ady) < fzr) + paVT f(z)dy (2.4)

flze + ady) > f(zg) + 504VTf(33k:)dk (2.5)

autrement dit :
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2.4.1 Test de Goldstein&Price :

¢ Si

hie(0) + 0hy,(0)a < hi(a) < hg(0) + phy(0)a
autrement dit f(xy) +6aV? f(xp)de < f(zr + ady) < f(xr) + paV7 fag)dy

alors a convient.

¢ Si

hi(a) > hi(0) + phy(0)a
autrement dit f(xp +ady) > f(xr) + paV7 f(xy)dy,

alors av est trop grand.

¢ Si

he(a) < hg(0) + 0hy,(0)a
autrement dit f(zy +ady) < f(xp) +5aV7 f(z)dy

alors a est trop petit. 0J

On voit bien a la figure 2.5 ce que signifie cette condition.

[Algorithme 2.4 (Reégle de Goldstein&Price)|

Etape 0 : (initialisation)
Qg1 =g =0, choisir a; >0, p €1]0,1[,9 € |p, 1], poserk = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
si hi(0) + 0h,(0)a < hg(ar) < hi(0) + ph}(0)ag, = STOP(a* = ay).
si hy(ag) > hi(0) + phi(0)ay, , alors
Qg1 = O ,0g ky1 = Qg et aller a I'étape 2.
si hy(ag) < hi(0) + dh(0)ay , alors
g1 = gk 0g k1 = Oy et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
st ag g1 = 0 déterminer oyt €|ag i1, +00]
st ag 1 7# 0 déterminer oy €lag pi1, Qd k1] O
Dans le théoreme suivant on va assurer I'existence du pas de Goldstein&price en posant

quelques conditions sur la fonction Ay.
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Théoréme 2.2 ([40]) Si hy : Ry — R;définie par hi(a) = f(z + ady) est continue et
bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et si p € 10,1[,0 € |p, 1], alors
Uensemble des pas vérifiant la régle de GoldsteinédPrice (2.4)-(2.5) est non vide.

Preuve. On a

hi(a) = f(zr + ady)
pla) = flzx) +paVT fzg)dy
Vs(a) = flag) +0aVT f(a)dy

Le développement de Taylor-Yong en aw = 0 de hy, est :
hi(a) = f(zr + ady) = f(zr) + paV7T f(x)dy, + aé(a) ot £(a) — 0, — 0.
et comme p € |0, 1] et h},(0) = VT f(z)d), < 0 on déduit :
fxr) + VT fxp)dy < f(xy) +6aVT f(a)di < f(zx) + paVT f(zx)di pour o> 0
On voit que pour a > 0 assez petit on a :
hi(o) < ¥5(a) < Y,(a)

De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement,

et 1, (o) = —o0; a0 = +00, on déduit que la fonction ¢,(a) — hi(a) a la propriété :

Y,(a) — hg(a) > 0 pour « assez petit
Y,(a) — hi(a) <0 pour v assez grand

donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe a > 0 tel que
hie(@) = ¥ (@) et hy(a) < P (o) pour 0 < a < &

De la meme maniere, il existe & > 0 tel que :
hi(&) = Ys(@) et h(a) < Ps(a) pour 0 < o < &

et comme 5(a) < 1,(r) pour a > 0, forcément & < & et o = & satisfait (2.4)-(2.5)
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Ps(@) = hi(a) < ,(o) n'est autre que
flay) + 0aVT f(x)dy = flay, + ady) < f(ax) + paVT f(xy)dy
Ce qu’il fallait démontrer. [ ]

2.5 La regle de Wolfe

La conditions (2.4)-(2.5) "regle de Goldstein&Price" peuvent exclure un minimum ce qui est
peut étre un inconvénient.
Les conditions de wolfe ([71]) n’ont pas cet inconvénient.

Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < o < 1, ces conditions sont :

VTf(:Bk + Oédk)dk > UVTf(ZUk)dk (2.7)

autrement dit :

hi(@) < hi(0) + phi(0)x

hy,(@) = ahi(0)

2.5.1 Test de Wollfe :

< Si
hi(a) < hi(0) + phi(0)a et hy(«) > ohy(0)

alors « convient.
& Si

alors a est trop grand.
¢ Si
hi. (o) < oh}(0)

alors a est trop petit. O

[Algorithme 2.5 (Reégle de Wolfe))
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Etape 0 : (initialisation)
g1 = ag1 =0, choisir a3 >0, p €]0,1[,0 € |p, 1], poserk = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
si hg(ag) < hi(0) + phi(0)ag et hy(a) > ohi(0) : STOP(a* = ay).
si hg(a) > hi(0) + phi(0)ay , alors
Qg1 = O ,0g ky1 = Qg et aller a I'étape 2.
si hy(a) < ohy(0) , alors
Qg1 = Odk 0 k+1 = O et aller a I’étape 2.
Etape 2 :
si a1 = 0 déterminer ayi1 €]ayg g1, +00|

si a1 # 0 déterminer a1 €]y k1, Cd 1] O

Remarque 2.4 La régle de Wolfe fait appel au calcul de hy, elle est donc en théorie plus
couteuse que la regle de GoldsteinédPrice. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul
du gradient V f(x) représente un faible cout additionnel en comparaison du cout d’évaluation

de f(x), c’est pourquoi cette régle est trés utilisée.

2.5.2 Conditions de Wolfe fortes

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire, voir chapitre 3)
il est parfois nécéssaire d’avoir une condition plus restrictive que (2.7).

Pour cela la deuxiéme condition (2.7) est remplacée par
V7 f(ak + adi)dy| < o [V f(ax)di| = =V f(2x)dy.

On aurra donc les conditions de Wolfe fortes ([72]) :

fay 4 ady) < f(xy) + paVT f(xy)dy (2.8)

VT Flak + adi)dy| < =0V f(ax)dy (2.9)

autrement dit :

hi(@) < hi(0) + phy(0)x
|l ()] < —ohi(0)

ou D<p<o<l.
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Remarque 2.5 La seconde condition (2.7) ou condition de courbure interdit le choix de pas

trop petit pouvant entrainer une convergence lente ou prématurée.

Remarque 2.6 On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les conditions de
Wolfe faibles. Effectivement (2.8) est équivalente a (2.6), tandis que (2.9)

‘VTf(:ck + Oékdk)dk‘ < —UVTf(xk>dk
= O'VTf(J?k)dk < va<Ik + ozkdk)dk < —O'VTf(LL’k)dk
= oV f(xp)dy < V7 fxr + ardy)dy, O

2.5.3 La regle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan ([25]), cette reégle consiste a choisir le pas « satisfaisant aux

conditions :

fxr + ady) < f(ax) + paVT f(ag)dy (2.10)

oV fzp)de < VT (2 + cpdi)dyy < =02V f(2)dy, (2.11)
autrement dit :
hi(a) < hi(0) + phy(0)a
01h;.(0) < hy(a) < —o2hy(0)
ot 0<p<or<let gy9>0.

Remarque 2.7 On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de
Wolfe fortes. Effectivement (2.8) est équivalente a (2.10), tandis que pour le cas particulier
o1 =09 =0, (2.9) est équivalente a (2.11).

En effet :

o Vifle)d, < Vf(zp+ apdy)dy < —0oV7 fay)dy
= oV f(zp)d, < VT f(zp + apdy)dy < —oV7T f()dy,
= ’va(Ik + Ozkdk)dk’ < —O'VTf(ZL‘k)dk

Remarque 2.8 Les conditions de Wolfe relazée impliquent les conditions de Wolfe faibles.
FEffectivement (2.6) est équivalente a (2.14), tandis que pour le cas particulier oy = o et o9 =
+00, (2.7) est équivalente a (2.11).
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En effet :

o VTif(ep)d, < V7f(zn+ andp)dy < =09V fxp)dy
= oV f(zp)dy < V7 [z + ardy)dy,

Dans le théoreme suivant on va assurer l'existence du pas de Wolfe en posant quelques

conditions sur la fonction hy.

Théoréme 2.3 ([18]) Si hy : Ry — R;définie par hy(a) = f(xr + ady) est dérivable et bornée
inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et si p € 10,1[,0 € |p, 1], alors
l’ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe (faible) (2.6)-(2.7) est non vide.

Preuve. On a

hk<05) = f($k+adk)
Upla) = f(an) +paV7 f(z)dy

Le développement de Taylor-Yong en o = 0 de hy, est :
hi(a) = f(z + ady) = f(zr) + paV7T f(x)dy, + aé(a) ot £(a) — 0, — 0.
et comme p € |0, 1] et h},(0) = VT f(z)d), < 0 on déduit :
fxr) + VT f(ap)de < f(xx) + paVT f(xx)di pour o> 0
On voit que pour a > 0 assez petit on a :
hi(a) < ,(a)
De ce qui précede et du fait que hy est bornée inférieurement, et ¢,(a) = —oo0; @ — 400,

on déduit que la fonction 9,(a) — hi(v) a la propriété :

Y,(a) — hg(a) > 0 pour « assez petit
Y,(a) — hi(a) <0 pour v assez grand

donc s’annule au moins une fois pour a > 0.
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En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe a > 0 tel que
hie(@) = ¥ (@) et hy(a) < Y, (o) pour 0 < a < & (*)
La formule des accroissements finis fournit alors un nombre &,0 < & < « tel que

he(@) —he(0) = ahi(a) = aV' fazp + ady)dy
= paVT f(z)dy = aVT f(w, + ady)dy
= VT f(zx + adp)dy, = pV7 fap)de > oV f () dy
car 0 < p<o<let VIf(xy)d, <0 .
Donc & satisfait (2.7)
D’autre part, « = & satisfait (2.6), en effet,

& satisfait (*) hi(&) < 1,(&) n’est autre que :
flay + ady) < f(xy) + paV7T f(ap)dy,

Ce qu’il fallait démontrer. [ ]
En pratique, on utilise des algorithmes spécifiques pour trouver un pas de Wolfe.
On va présenter un algorithme simple, appelé de Fletcher-Lemaréchal, dont on peut montrer

qu’il trouve un pas de Wolfe en un nombre fini d’étapes.

[Algorithme 2.6 (Reégle de Fletcher-Lemaréchal)|

EtapeO : (initialisation)
ag1=0,aq1 =400, p€|0,1],0 €]p,1],v € }O,%{, 7 > 1,choisir oy > 0, poser k =1
et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
1.1 si hy(ag) > hi(0) + phy(0)ay , alors
g1 = O Qg ky1 = Qg et aller a étape 2.
1.3 Si non (hg(ax) < hi(0) + ph(0)ayg) , alors
1.3.1 si hj(a) > oh(0) : STOP(a* = ay).
1.3.2 si non (h},(«) < ohy(0))
Qg1 = Odk g k1 = O et aller a I’étape 2.
Etape 2 :

sl g g1 = +0o déterminer a1 €)7o g1, +00]
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si non déterminer o1 €J(1 — V) k11 + Vg1, VO k1 + (1 — V)ag ]

poser k =k + 1 et aller a ’étape 1. O

Théoréme 2.4 ([40]) Si hy : Ry — Rjdéfinie par hi(a) = f(zr + ady) est dérivable et
bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et si p € [0,1[,0 € |p, 1],

alors lalogorithme de Fletcher-Lemaréchal trouve le pas de Wolfe(2.6)-(2.7) en un nombre fini
d’étapes.
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Chapitre 111

Méthodes a directions de descentes et méthodes

a directions conjuguées

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution des problemes d’op-

timisation sans contraintes.

Le concept central est celui de direction de descente. On le retrouvera dans des contextes
variés, également pour résoudre des probléemes avec contraintes. Tous les algorithmes d’optimi-
sation n’entrent pas dans ce cadre. Une autre classe importante de méthodes se fonde sur la

notion de région de confiance.

Apres avoir décrit comment fonctionne un algorithme a directions de descente, nous donnons

quelques exemples d’algorithmes de ce type .

1 Principe général des Méthodes a directions de des-

centes

Considérons le probleme d’optimisation sans contraintes

min f(x) (3.1)

z€R™

ou f:R"™ — R est supposée réguliere.
On note aussi Vf(x) et V2f(z) le gradient et le hessien de f en .

On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction de

descente.
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
conjuguées

1.1 Direction de descente

Définition 1.1 Soit f:R"™ — R, d un vecteur non nul de R"™ est dit une direction de descente.,

s’il existe un réel & > 0 tel que pour tout A dans l'intervalle]0,d[, on a
flz+ M) < f(z) (3.2)
Théoréeme 1.1 Si f est différentiable en un point x € R™ et d € R" telle que
VIif(z)d<0 (3.3)

Alors d est une direction de descente en x

Remarque 1.1 d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 0 strictement plus petit que
90° :

0 := arccos (3.4)

~VTf(z).d c {O 71'[
IVf@)| lldll — L7 2
L’ensemble des directions de descente de f en w, {d eR":VTf(z).d < 0} forme un

demi-espace ouvert de R™ .

De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour faire décroitre f, il suffit de

faire un déplacement le long de d.

1.2 Description des méthodes a directions de descentes

Les méthodes a directions de descentes utilisent 1'idée suivante pour minimiser une fonction
[14].

Elles construisent la suite des itérés {z}},~,, approchant une solution z; de (P) par la
récurrence : )

Tpp1 = T + agdy, pour k > 1 (3.5)

Ou ay, est appelé le pas et dj la direction de descente de f en x.

Pour définir une méthode a directions de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ dire comment la direction dj est calculée; la maniere de procéder donne le nom a ’algo-
rithme ;

& dire comment on détermine le pas ay; ¢’est ce que I'on appelle : la recherche linéaire.

Décrivons cette classe d’algorithmes de maniere précise.

Algorithme 2.1(méthode a directions de descente- une itération)|
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I11.2 Exemples de méthodes a directions de descente

Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d'un itéré
rr € R"
Etapel :
Test d’arrét : si |V f(xg)]| = 0, arrét de 1'algorithme ;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d; € R™;
Etape3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas ag > 0 le long de dj, de maniere a "faire décroitre
f suffisamment";
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussit : xp 1 = o) + agpdy;

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. O

2 Exemples de méthodes a directions de descente

Supposons que dj, soit une direction de descente au point x;, . Ceci nous permet de considérer

le point x.1, successeur de z; de la maniere suivante :

Tpy1 = Tk + ady, QE € ]0, —|—(5[ . (36)

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(@ri1) = f (2 + ardy) < f (71) (3.7)

Un bon choix de di et de oy permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes d’op-

timisation

2.1 Exemples de choix de directions de descente

par exemple si on choisit dy = —V f(zx) et si Vf(xr) # 0, on obtient la méthode du
gradient.
Bien sur dy = —V f(z3) est une direction de descente puisque V f(z)?.d, = =V f(21)TV f(2x) =
—IVf(z)]” <0

La méthode de Newton correspond a d;, = — (H (1)) .V f(zx).

drdirection de descente si la matrice hessienne H (xy) est définie positive
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
conjuguées

2.2 Exemples de choix de pas o
On choisit en général, de fagon optimale, c’est a dire que «y doit vérifier

f (Q?k -+ Oékdk) < f (%k + Oédk) : Vo € [0, +OO[ (38)

En d’autres termes on est ramené a étudier a chaque itération un probleme de minimisation

d’une variable réelle .C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

3 Convergence des méthodes a directions de descente

3.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte a la conver-
gence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu'une contribution, parce que la re-
cherche linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le
choix de la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de
Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu’'une regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe une

constante C' > 0 telle que pour tout indice k£ > 1 on ait
fl@r) < flaw) = C IV f ()| cos® Oy (3.9)

ou 0, est I'angle que fait dj, avec —V f (), défini par

=V f () di
IV f(@)]] [|d]|

cos ), =

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 3.1 ([40]) Si la suite {z} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la

condition de Zoutendijk (3.9) et si la suite { f(xx)} est minorée, alors

STV f(an)|)? cos? 6y, < oo (3.10)

k>1
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II1.3 Convergence des méthodes a directions de descente

Preuve. En sommant les inégalités (3.9), on a

S IVl co b < Z (F(on) — Flanin))

k>1
La série est donc convergente puisqu’il existe une constante C’ telle que pour tout k, f(xy) >
. |
Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles la condition de

Zoutendijk (3.9) est vérifié avec les régles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition 3.2 ([40]) Soit f : R™ — R une fonction continuement différentiable dans un
voisinage de I' = {x € R : f(z) < f(z1)} .
On considére un algorithme a directions de descente dy,, qui génére une suite {xy} en utilisant

la recherche linéaire d’Armijo(2.6) avec ay > 0.

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions
fanin) < fay) — OV f(ay)dy (3.11)

ou
f(@ri1) < fxn) — C IV ()| cos® by, (3.12)

est vérifiée.

Preuve. Si le pas oy = a7 est accepté, on a (3.9), car ay est uniformément positif.

Dans le cas contraire, (2.6) n’est pas vérifiée avec un pas o), < 2=, c’est-a-dire f(xy+ajdy) >
f) + pog VT f () dy,

Comme f est continuement différentiable, on a pour tout ay > 0 :

f(l’k + Ckkdk) = f(.Tk) -+ Odvaf(mk)dk + /01 [Vf($k + takdk) — Vf(l‘k)]TCkkdkdt
= f(.%'k + Oédk) < f(ﬂ?k) + Oévaf(l'k)dk + CO&,% HdkHz

ou C > 0 est une constante. Avec l'inégalité précédente, et le fait que , on obtient :

f(@e + ogdy) — fax) > pag, V7 f (k) di
flax + ajdy) — flzi) < o VT f(wr)di + Caf? [|dg]|?

40



Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
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= pa, VT flxp)dy < VT far)de + Cal || dy?
= —Ca |dl” < (1= p)ai, V" f(ar)ds

or

1
p<1:>0<1—p<1:>—1 > 1
—p

don
—C
VI f(xe)d, > 1=,
¢
= |V f(@)di| = | V7 f @) lldel cos 0 =< T, ||

C
a [|dil|* = =V f(wr)di < ﬁaé i

ce qui permet de minorer o ||dy|| et donc aussi « ||d|| par une constante fois HVTf(a:k)H I|dk]|-

Cette minoration et ’expression suivante de (2.6)
Fax+ axdy) < flar) = pou |V f ()| ldi] cos b

conduit 4(3.9). m

Proposition 3.3 ([40]) Soit f : R® — R une fonction continuement différentiable dans un
voisinage de I' = {z € R : f(x) < f(z1)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy,, qui génére une suite {xy} en utilisant
la recherche linéaire de Wolfe (2.10)-(2.11).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk
(3.9) est vérifiée.

Preuve. D’apres (2.10)
VTf(Z‘k + Oékdk>dk Z O'va(ZEk)dk

= (Vf(l’k + Oékdk) — Vf(l'k))T dk Z (O’ — 1) VTf(l'k)dk
= —(1—0) V' f(r)di = (1= 0) [V (1) dy|
& (1= 0) [V f(an)di| < (Vf(n+ andi) = V()" di
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I111.4 Meéthodes du gradient conjugué

et du fait que f est contiuement différentiable :

(1= 0) |V f@n)di| = (1= 0) |V f(xn)|| | dill cos by
< [Vf(@e + awdy) =V f(z)|| | dil
(1= 0) | V7 F(ax)|| cos b < Loy [|dx|

=
= oy |ldi| < (I_L”) |V f ()| cos b

en utilisant (2.10), on aura :

flzr+apdy) < flzg) + par V7 f(21)dy
= flax + ady) < f(zx) + paV7 f(ar)de < flan) + |paVT f () di)
= flxp +adg) < f(zr) + pa‘VTf Ty, dk’ < f(ar) — paV7 fla)d
= flor + ady) < f(ay) — paHVTf T, H ||d|| cos O
= flap+ady) < f(zg) — 'O<1L HVTf(ZEk)HQCOS2 0

On en déduit (3.9). m

4 Meéthodes du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problemes d’optimisation
non linéaires sans contraintes spécialement les problemes de grandes tailles. On 1'utilise aussi

pour résoudre les grands systemes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs

sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de résoudre

le probleme
min {f(x): x € R"} (P)

Ou f est réguliere (contintiment différentiable)

Dans ce chapitre on va décrire toutes ces méthodes, mais avant d’accéder a ces dernieres,

on va d’abord donner le principe général d'une méthode a directions conjuguées
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
conjuguées

5 Le principe général d’'une méthode a directions conju-
guées
Donnons la définition de "conjugaison" :

Définition 5.1 Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive. On dit que deux vecteurs

x ety de R™ sont A—conjugués (ou conjugués par rapport a A) s’ils vérifient

vTAy =0 (3.13)

5.1 Description de la méthode

Soit {do,dy,...,d,} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées toute méthode itérative appliquée a une fonction quadratique strictement
conveze de n variables : q(z) = %xTAx—i- bl'a+c; avec £ € R" et A € M,,.,, est symétrique et
définie positive, b € R™ et ¢ € R | conduisant a I’optimum en n étapes au plus. Cette méthode
est de la forme suivante :

ro donné

Thy1 = Tk + Oékdk (314)

ot ay, est optimal et dy,do, .., d, possédant la propriété d’étre mutuellement conjuguées par
rapport a la fonction quadratique
Si 'on note g = Vq (xx), la méthode se construit comme suit :

Calcul de oy

Comme «j, minimise ¢ dans la direction dj, on a, Vk :

q (ak) = d;}FVQ(l’kH) =0

diVaq(zri1) = df (A +b) = 0.

Soit :
di A(zy, + agdy) +dib =0
d’ou l'on tire :
—d;{ (Azxy +b)
. = T
dy, Adj,

(3.15)
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I11.6 Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

Comment construire les directions A-conjuguées ?

Des directions A-conjuguées dy, ..., d;, peuvent étre générées a partir d’'un ensemble de vec-
teurs linéairement indépendants &, ...., & en utilisant la procédure dite de Gram-Schmidt, de
telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et k, le sous-espace généré par dy, ..., d; soit égale au sous-
espace généré par &, ...., &.

Alors d; 1 est construite comme suit :

div1 = &ip1 + Z Pi+1)mm
m=0

Nous pouvons noter que si d;y1 est construite d’'une telle maniere, elle est effectivement
linéairement indépendante avec dy, ..., d;.

En effet, le sous-espace généré par les directions dy, ..., d; est le méme que le sous-espace
généré par les directions &, ...., &, et &1 est linéairement indépendant de &, ...., &;.

&1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons linéaires de la
forme!,,_@(i+1)mdm, de sorte que d;;1 n'en fait

pas partie non plus et est donc linéairement indépendante des dy, ..., d;.

Les coefficients ¢ (i1 1)m, eux sont choisis de maniere a assurer la A-conjugaison des d, ..., d;41.

6 Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

La méthode du gradient conjugué quadratique est obtenue en appliquant la procédure de
Gram-Schmidt aux gradients Vq(zo), ..., Vq(x,_1), ¢’est-a-dire en posant & = —Vq(xg), ..., En1 =
—VQ(IH_1>.

En outre, nous avons :

Vo(x) = Az +b
et Viq(z) = A

Notons que la méthode se termine si Vg(xy) = 0.

La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre de
droite de I’équation donnant la valeur de di,; dans la procédure de Gram-Schmidt peut étre
grandement simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient (plus profonde

pente).
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
conjuguées

6.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonc-

tions quadratiques

On suppose ici que la fonction a minimiser est quadratique sous la forme : ¢(z) = %xTAx +
e +c
Si l'on note g, = V f(zy), algorithme prend la forme suivante

Cet algorithme consiste a générer une suite d’itérés {xy} sous la forme :
Le+1 = Tk + Oékdk (316)

L’idée de la méthode est :
1- construire itérativement des directions dy, ..., d, mutuellement conju-
guées :
A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient en xy
et de la direction précédente dj_
c’est-a-dire
di+1 = —Vq(@ri1) + Brtady (3.17)

les coefficients [, 1étant choisis de telle maniere que dj soit conjuguée avec toutes les di-

rections

précédentes. autrement dit :
T

on en déduit :

di Ady, = 0= (—Vg(zra) + Brsrdr)’ Adp =0
= _VTq(:CkJrl)Adk + 6k+1d£14dk =0

VT q(zee)Ady _ gp Ady,
T Ad, AT Ad,

= Bk = (3.18)

2-déterminer le pas «; :
En particulier, une fagon de choisir a4, consiste a résoudre le probleme d’optimisation uni-
dimensionnelle suivant :
ar = min f(zr +ady) , a>0 (3.19)
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I11.6 Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

on en déduit :
o —dfgy 1 di  —dig

T dTAd, . AdRAE T dTAdy,
Le pas «; obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.
Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué "quadratique"|

(3.20)

Etape 0 : (initialisation)
Soit z le point de départ, go = Vq(zo) = Az + b, poser dy = —go
poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
sigr =0 :STOP ( 2* = zy)."Test d’arrét’
si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Prendre xp 1 = x) + aygdy, avec :

o — _dggk
" AT Ad),

A1 = —Git1 + Berrdy

B _ glz;-&—lAdk
k+1 d{Adk

Poser k£ = k + 1 et aller a ’étape 1. 0

6.2 La validité de ’algorithme du gradient conjugué linéaire

On va maintenant montrer que I’algorithme ci-dessus définit bien une méthode de directions

conjuguées.

Théoréme 6.1 ([60]) A une itération k quelconque de l’algorithme ot optimum de q(x) n’est
pas encore atteint (c’est-a-dire g; # 0,1 =0,1,....k ) on a :

a)

i Gr
= 0 3.21
b)
T _
ﬁk_’. — gk+1 [gl;—‘,—l gk] (322)
9k 9k
T
Jk+19k+1
- ’€+71ﬂ7+ (3.23)
9k 9k
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions
conjuguées

c) Les directions do, dy, ..., dxy1 engendrées par lalgorithme sont mutuellement conjuguées.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k en supposant que dg, dq, ..., d; sont mutuellement
conjuguées.

a) Montrons d’abord ’équivalence de (3.21) et de (3.22)

On a: dy = —gr + Bedi—1-

Donc (3.8) s’écrit :

_dggk

dF Adj,

— =g+ 5kdk—1]T Gk
dF Adj,

. B dz—lgk
MdT Ad),

nggk
dZAdk

Comme (dy, dy, ..., di_1) sont mutuellement conjuguées, z; est 'optimum de g(x) sur la variété
V¥ passant par g et engendrée par (do,ds, ..., dp_1).
Donc di_;gr, = 0 d’ott 'on déduit (3.9).

b) Pour démontrer (3.10) remarquons que :

Gk+1 — g = A(Tps1 — xx) = g Ady,

On a alors : .
g£+1Adk = 7gl{+1 [Gk+1 — k]
6773
et en utilisant (3.9)

o — I
" L Ad),

il vient

dr Ad,,
9k 9k
gl{HAdk . gl?Jrl [9k+1 - gk]
d} Ady, N 9t gk

ng+1Adk = -91?+1 [9k+1 - gk]

Or de (3.6) on aura :
9 Ay gl [k — gk
Brt1

d;{Adk nggk
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I11.6 Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

ce qui démontre (3.10).
(3.11) découle alors du fait que :

gr gk =0

car

Gr = di — Brdr—1

Appartient au sous-espace engendré par (do,ds, ...,d;) et que gxr1 est orthogonal & ce sous-
espace .
¢) Montrons enfin que dy; est conjuguée par rapport a (do, dy, ..., d).

On a bien dfﬂAdk car, en utilisant dy1 = —gg11 + Brdi on aura :

di Ady = (—ges1 + Brde)” Ady,

= —ggﬂAdk + Brr1dy Ady
g£+1Adk

dr Ad
dT Ady, "

= _gla_lAdk'f’
=0

Vérifions maintenant que :

d;{HAdi =0 pouri=0,1,....k—1.

dj  Adi = =gy Ad; + Briady Ad;

Le seconde terme est nul par 'hypothese de récurrence ((do,ds, ..., d; )sont mutuellement
conjuguées).
Montrons qu’il en est de méme du premier terme. Puisque x;.1 = x; + «a;d; et que a; # 0

on a :

1

Q;
1
= @ (9i+1 - gi)

7

En écrivant :

gi+1 = div1 — Bid;
g = di— Bi_1diq
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on voit que Ad; est combinaison linéaire de d; 1, d; et de d;_; seulement).
Mais puisque (dy,ds, ...,dx) sont mutuellement conjuguées, on sait que le point zj,1 est

1 engendrée par (do, dy, ..., dy) .

Ioptimum de ¢(z) sur la variété v*
Donc gg11 est orthogonal au sous-espace engendré par (dy, dy, ..., d) et comme Ad; appar-
tient a ce sous-espace pour ¢ = 0,1,....k — 1, on en déduit ngHAdi = 0 ce qui acheve la

démonstration. ]

Remarque 6.1 dans ce cas dy est une direction de descente puisque

dEVa(er) = (=Va(ae) + Brpdiar)” Valar)
= —Vq(xk)TVq(CL’k) + 5k+1d£_1VQ($k>
= —[IVa@)|* (cardf \Vq(z) =0 )

di Va(zy) = — | Va(ze)|* < 0

6.2.1 Les avantages de la méthode du gradient conjugué quadratique

1- la consommation mémoire de I'algorithme est minime : on doit stocker les quatre vecteurs
Tk, G, di, Ady,

( bien sur 4,1 prend la place de x au niveau de son calcul avec des remarques analogues
pour g1, diy1, Adgyi1) et les scalaires ag, fri1.

2- L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre des grands
systemes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A & un vecteur.

3- La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r (r < n) valeurs propres

distincts la convergence a lieu en au plus r itération.

6.3 Différentes formules de ;.1 dans le cas quadratique

Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952 par Hestenes et Stiefels

([48]),

T
HS Jk+1 [9k+1 - gk]

3.24
wH df; [gr41 — gx] ( )

Formule de Polak-Ribiere-Polyak Cette méthode été découverte en 1969 par Polak, Ri-
biere ([56]) et Ployak ([57]),

T _
BPEP — Ik+1 [ﬁ]HHl? 9] (3.25)
Ik
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I11.7 Méthode du gradient conjugué dans le cas non quadratique

Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves

([35]),

[k
= > (3.26)
gk

Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en 1987 par Fletcher

([34]),

2
CD Hgk+1 ||
= 3.27
k+1 _dggk ( )

Remarque 6.2 Dans le cas quadratique on a vu que :

HS PRP FR CD DY
k+1 — Bk+1 = 5k+1 = Bk’-i-l = Pk+1-

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs différentes.

7 Méthode du gradient conjugué dans le cas non qua-

dratique

On s’intéresse dans cette section a la minimisation d’une fonction f:R* - R, non

nécessairement quadratique :
min f(z); x€R" (3.28)

Les méthodes du gradient conjugué générent des suites {z},_q ;. de la forme suivante :
Tyl = T + oydy (329)

Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dj est définie par la

formule de récurrence suivante(fy € R)

—g, sik=1
dp = Je SR (3.30)
=9k + Ordy—1 sik >2

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire du cas qua-

dratique, si B prend 'une des valeurs

PRP __ ggyk
k = 2
lgr—1]l
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Chapitre III. Méthodes a directions de descentes et méthodes a directions

conjuguées

2
FR __ ||9k||
k= 2
lgk—1ll
2
o ol
b _d£71gk71

ol Yp—1 = gk — Jk—1-

7.1 Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonc-

tions quelconques

EtapeO : (initialisation)
Soit xq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Sigr=0 :STOP (z* = xy)."Test d’arrét"
Si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Définir xp, 1 = ) + audy avec :
oy, : calculer par la recherche linéaire

dit1 = —Git1 + Ber1di

ou

Br+1 : défini selon la méthode

Poser k =k + 1 et aller a 'étape 1. I

Remarque 7.1 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte, on a vu que

BER = BEP = PV
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Chapitre IV

Synthese des résultats de convergence des

méthodes du gradient conjugué

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthese sur les différents résultats de conver-
gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.
Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte. L’analyse couvre quatre
classes de méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonctions régulieres non né-
cessairement convexes. Dans la premiere famille, ce sont certaines propriétés de la méthode de
Fletcher-Reeves qui jouent un role crucial, tandis que la seconde famille c’est la méthode de
Polak-Ribiere-Polyak qui a une propriété importante. La troisieme concerne la méthode de la
descente conjuguée et la dans derniere famille on va présenter quelques propriétés de la nou-
velle méthode du gradient conjugué non linéaire dite de Dai-Yuan. On terminera ce chapitre

par quelques développements récents de la méthode du Gradient conjugué.

1 Hypotheéses C1 et C2 et théoreme de Zoutendijk

1.1 Hypothéses C1 et C2 (de Lipschitz et de bornetude)

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gra-
dient conjugué doivent vérifier (ou au moins I'une d’entre elles) pour prouver les résultats de
convergence.

Condition C1

Soit f : R™ — R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement différentiable
dans un voisinage V(I') de I' = {x e R : f(z) < f(z1) : 1 € R™ point initial} et si V f(x)

vérifie la condition de Lipschitz dans V(I'), c’est a dire, il existe une constante L > 0 telle que

IVf(z) =Vl < Lz =yl : pour tout x,y € V(T)
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Condition C2
L’ensemble I' = {z € R": f(x) < f(x1)} est borné, i.e., il existe une constante B < oo telle
que
|lz|| < B: Yz el

1.2 Théoreme de Zoutendijk

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche

linéaire inexacte est le théoreme suivant du a Zoutendijk

Théoréme 1.1 ([40]) Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy }de
la forme :

Tpt1 = Tp + agdy,

dy étant une direction de descente et ay est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe. Sup-

posons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors on a

T 2
~ (g7d
&) (4.1)
& Tl

1.3 Utilisation du théoréme de Zoutendijk pour démontrer la conver-

gence globale

Tq 2
La condition Y32, % < 00 est équivalente & 322, cos?(6y) ||g||> < oo ot 6, est angle

que fait dj avec —g;. Il est évident de voir que si
cos(bx) > >0

pour tout k, alors on a
Jim {lg|| = 0.

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas a démontrer le résultat

précédent i.e., lim ||gx|| = 0, mais seulement
k—o0

lim inf ||gx|| = 0. (4.2)
k—o00
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IV.1 Hypotheses C1 et C2 et théoréme de Zoutendijk

La condition (4.2) implique qu'’il existe une sous suite de {||gx||} qui tend vers zéro.
Conditions suffisantes associés au théoréme de Zoutendijk pour démontrer la
relation(4.2)
Pour démontrer (4.2) on associe au théoreme de Zoutendijk les 2 hypotheses suivantes :
Hypothesel

La decente suffisante est assurée, i.e., il existe une constante ¢ indépendante de k telle que
2
gedi < —clgxll

Hypothese 2

Il existe une constante [ telle que
de]|* < Bk

On a donc

T 2
relation de Zoutendijk (332, % < 00)

Hypothésel = {h,?_l)glf lgxll = 0}
Hypothese2

Remarque importante

La condition Hypotheésel est plus forte que la descente. En effet
ghdi < —c|lgill* = g{di < 0.

La condition Hypothésel n’est pas nécessaire pour avoir lign inf ||gx|| = 0. Dai et Yuan
— 00
([31]) ont montré la convergence globale seulement avec la condition de descente : gi d < 0.
D’autre part la condition Hypotheésel, i.e. gl dy < —c Hng2 n’est pas suffisante toute seule,

pour avoir la convergence globale.

Définition 1.1 Nous dirons qu’une méthode de gradient conjugué converge globalement si ['une
des deux conditions suivantes est vérifiée
a) gr, = 0, pour un certain ky € N

b) liminf ||gx|| = 0.
k—o0

Une autre version du théoreme de Zoutendijk se trouve dans [40]. Ce sera 'objet du théoreme

suivant
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Chapitre IV. Synthese des résultats de convergence des méthodes du gradient
conjugué

Théoréme 1.2 ( [40]) Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy }de
la forme :

Tpt1 = T + apdy,

dy, étant une direction de descente et oy est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

Supposons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors ou bien
lim inf || gx|| = 0.
k—o0

ou

E: ”ng
||dk||

2 Role joué par la direction de recherche initiale

Commencons d’abord par donner un petit apercgu sur le role joué par la direction de recherche
initiale.

Il est essentiel de prendre dy = —go dans un algorithme de CG. En 1972, Crowder et Wolfe
[12] ont donné un exemple en 3 dimensions qui montre que le taux de convergence est linéaire si
la direction de la recherche initiale n’est pas la direction de la plus grande pente, méme pour une
fonction quadratique fortement convexe. En 1976, Powell [58] a obtenu un résultat encore plus
fort, il a montré que si la fonction objectif est une fonction quadratique convexe et si la direction
de recherche initiale est une direction de descente arbitraire, alors, soit la condition d’optimalité
est obtenue dans n + 1 itérations, ou la vitesse de convergence est seulement linéaire. En outre,
en analysant la relation entre z et dy, il s’ensuit que la convergence linéaire est plus fréquente
que la convergence finie.

Afin de parvenir a une convergence finie pour une direction de recherche initiale arbitraire,
Nazareth [53] a proposé un algorithme CG basée sur une récurrence a trois termes :

T
sy = Z’fy’“d + Dbk g (4.3)

dk_1yk—1

avec d_1 = 0 et dy une direction de descente arbitraire. Si f est une fonction quadratique
convexe, alors pour tout ay, les directions de recherche générés par (4.3) sont conjugués par

rapport au Hessian de f. Toutefois, cette innovation intéressante n’a pas vu une utilisation
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IV.3 Les méthodes dans lesquelles le terme ||g;1||” figure dans le numérateur de

B

importante dans la pratique.

3 Les méthodes dans lesquelles le terme |g.i||° figure

dans le numérateur de [,

Les méthodes FR, DY et CD ont toutes comme numérateur commun le terme || gk+1||2.
Une différence fondamentale qui caractérise ces méthodes par rapport aux autres méthodes du
gradient conjugué ou [ est calculé différement, est que les théoremes de convergence globale
nécessitent seulement la condition de Lipschitz : Condition €1 et n’ont pas besoin de la

condition de bornétude Condition G2 .

3.1 Méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves ([35]), [k est égale a :

Hgk 1H2
/ffl = - 2 (4-4)
(Al

3.1.1 Synthese des principaux résultats de convergence pour la méthode de Fletcher-

Reeves

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR a été donnée par Zouten-
dijk [80] en 1970. Il a prouvé que la méthode Fletcher-Reeves converge globalement quand ay
est une recherche linéaire exacte , en d’autres mots. En 1977, Powell [59] a fait remarquer que
la méthode de Fletcher-Reeves, avec une recherche linéaire exacte, était sensible numérique-
ment. Autrement dit, 'algorithme pourrait prendre de nombreuses mesures courtes sans faire
d’importants progres au minimum. La mauvaise performance de la méthode de FR dans les
applications a été souvent attribuée a ce phénomene de brouillage .

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR pour une recherche linéaire
inexacte a été donné par Al- Baali [1] en 1985. En utilisant les conditions de Wolfe forte avec

1

o < 3, il a prouvé que la méthode FR. génere des directions de descente suffisantes. Plus

précisément , il a prouvé que :

1 — 20+ oFf! < —gldy < 1 — ottt

e P L

Y

pour tout £ > 0. Comme conséquence, la convergence globale a été démontrée en utilisant
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la condition Zoutendijk. Pour o = 1/2, dj, est une direction de descente, toutefois, 'analyse

n’a pas établi la descente suffisante.

Touati Ahmed et Story ([70]) ont généralisé ce résultat pour
0< e <" (4.5)
Gilbert et Nocedal ([39]) ont généralisé ce résultat pour
|8k| < 87T (4.6)

Dans Liu et al. [51], la preuve de la convergence d’Al-Baali est étendue au cas o = 1/2. Dai
et Yuan [21] ont montré que dans les versions FR consécutives, au moins une itération satisfait

la propriété de descente suffisante. En d’autres termes,

—qTd, —qT .d,_
max{ [ Qk’ 91 k:21}
lgell™  llgr-1ll

Vv

1
2

Le théoreme de Zoutendijk peut également étre utilisé pour obtenir un résultat de conver-
gence globale pour les méthodesFR mis en ccuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe

forte et o < 1/2, puisque les directions de recherche sont toujours des directions de descente.

Dans [28], Dai et Yuan montrent qu’avec la méthode de FR, les conditions Wolfe fortes
n’engendrent pas en général des directions de descente quand ¢ > 1/2, méme pour la fonction
f(z) = X|z|* , ot A > 0 est une constante. Par conséquent, la contrainte o < 1/2 doit étre
imposée pour assurer la descente. Dans les implémentations typiques des conditions Wolfe, il est
souvent plus efficace de choisir o proche de 1. Par conséquent, la contrainte o < 1/2, nécessaire
pour assurer la descente, représente une restriction importante dans le choix des parametres
de la recherche linéaire. D’autre part, Dai et Yuan montrent dans [25] que, lorsque o > 1/2
et gld, > 0, —dj, peut étre utilisé pour une direction de recherche, et si gld, = 0, alors la
recherche linéaire peut étre ignorée par le choix xp, 1 = x;. S'il existe une constante ~ telle que
llgr]] < =, sous la condition de Lipschitz, la méthode de FR, avec une recherche linéaire de

Wolfe et ces ajustements spéciaux quand gi dy > 0, est globalement convergente.

Dans [21], la recherche linéaire de Wolfe forte est étendue a une recherche linéaire de Wolfe.
La convergence globale est obtenue lorsque o; 4+ 02 < 1. Pour une recherche linéaire de Wolfe
forte, o1 = 09 = o, dans ce cas, la contrainte o, + 05 < 1 implique que o < 1/2. Par conséquent,
la condition oy 405 < 1 est plus faible que la contrainte de Wolfe forte o < 1/2. Et il est possible

de prendre oy proche de 1, en prenant oy pres de 0.
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3.1.2 Résultats d’El Baali

Comme on I’a remarqué auparavant le premier et le plus important résultat de convergence
de la méthode Fletcher Reeves (FR), avec une recherche linéaire inexacte est celui d’El Baali

([39]). Nous exposons dans ce qui suit en détail ses résultats.

Théoréme 3.1 ([1]) Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Considérons

une méthode du type (3.29) et (3.30) avec B, = BET = % et le pas oy, satisfaisant a la

régle de Wolfe forte (2.8)-(2.9) ot o € }O,%{. Alors on a

_ T _
1 _dig _20-1

< <  k=1,.. (4.7)
10 = flgl? = T-0
Preuve. La démonstration se fait par récurrence
1) Pour k =1
di g1 _ = H91H2 _
2 = 2 T
g1l [eal
D’autre part :
1 -1 <1
0<o<=-=(g 1o~
T { ez

2) Supposons que (4.7) est satisfaite pour k > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k + 1 :

Supposons que :

1 g 201
R LA by N T (4.8)
N P

On a:

Al gt (—grer + Berrdi) gr
2 2
[ gr-+1ll [ gk-+1]l

D’autre part de (3.26) on aura :

=—1+ 5k+1d59k+1

2 2
FR __ ||9k|| 1 - ||9k||
L= =
lg—1l® = BEE o+ 1)
d’ou : . .
Ay 19k+1 _ Bri1 dy Grs1 (4.9)
||9k+1||2 BER ||gk||2

En utilisant la condition de la recherche linéaire (2.9) on aura :

‘dzgkﬂ‘ < —odp gr = 0 |Brirl di gk < Brirdi1 gk < —0 | B | df gi
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soit en remplacant ceci dans (4.9), on obtient :

io |5k+1’d;‘59k < dis1h1 _ 1y |5k+1|dfgk
BERNgel® ™ Ngrall® BEE Nlgell?
De (4.8) on aura :
1 B+1l 0 < df 1941 14 Bkt1 o
Bifi(l—o) ||gk+1H2 - Bili(1—o)
et de (4.9) :
il
B

Par conséquent on aura :
-1 dr 20 — 1
< k+1gk+21 <
=0 {lgrsll l1-0

Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 3.1 Sous les mémes hypothéses et conditions du Théoreme précédent, on a pour
tout k > 1, dj, est une direction de descente suffisante i.e., il existe une constante C' > 0 telle
que

grdi < —C gl

Preuve du Corollaire
On a d’apres (4.7)

— T —
1 < dkng < 20 —1
=r "l T

20 — 1 — 20 2 )
—_C
7 gl =~ 2227 gl = ~C el

= digr <

avec C' = % U
Théoréme 3.2 ([1]) Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Considérons

une méthode du type (3.29) et (3.80) avec By = BEE = % et le pas «y, satisfaisant a la

régle de Wolfe forte (2.8)-(2.9) ot o € }0, 5[. Alors cette méthode est globalement convergente,
dans le sens suivant :

lim inf [|gx|| = 0 (4.10)
k—ro0
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Preuve. Puisque les conditions du théoreme 4.2 sont satisfaites alors on a :
-1 drg, 20 —1 2
< < = dr
1—0g — Hng2 ~ 1—0 —0 k— 1gk 1 1 Hgk 1”
D’autre part de (2.9)
’d;‘:gkﬂ‘ < —odjf gr = ]d?f_lgk\ < —odf_1gi—1
d’ou
o
e < ~odi1gi1 < 77— g (4.11)
De (4.7), (3.26) et (4.11) :
ldsl® = [llgll* — 28cdf_ g + BF lldk- |
< gl + [286i_ 98| + B e |
1+o0 2 2
< (T02) el + (BERY” e
Posons 6 = 1¥2 > 1, on aura :
2
ldil® < & llgell + (B5) N
2
< ool + (557) [< 0l + (87) du o]
I 2 4 2 R 2
<O llgell” D Nlgs ™" + 6 llgell ™ gl ™ = 6 llgell™ X_ llgsll (4.12)

Supposons que g est borné en dehors du zéro (limy_,o inf ||gx|| # 0), c’est-a-dire :

gl > w > 0;Vk = [|gi| > < w™?

de (4.12) on a :

2 A PR -2 A
ldell” < o llgell” > llgsl <0*21
j=1

2 _ A
= il < 675h
w
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d’ott .
Z |dkl|2 — A)\4 Z > 00 (413)

k>1 k>l

Ce qui veut dire que ">, W est divergente.
D’autre part, puisque les conditions du Théoréme 4.1, et du théoreme 4.2 sont satisfaites,

alors on a :

> cos? b llgel® < oo
k>1

et

gl gl
1 < cost < ¢y
[ d|| |

d’ou

9k
> Q‘Lz H lowll* < 37 cos O flgn|” < o0
k

k>1 k>1

Lyl

k>1 ||dk||
UJ4
= > —— <00
i1 Nl
1
= Y ——5 <o
|

k>1

Ce qui contredit (4.13), d’ou le résultat. Donc

lim inf ||gx]| = 0. O
k—ro00

Remarque 3.1 La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte génére des
directions de descente.

En effet, a chaque itération k> 1, on a :

T
d£+1gk+1 = (_gk+1+ﬂl§f1dk) Ik+1
= =9k + BEEdf g

2
= - ||9k+1||
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IV.3 Les méthodes dans lesquelles le terme ||g;1||” figure dans le numérateur de

B
Puisque
o = g /(o o) = g bl )
Donc oy, vérifie la condition nécessaire d’optimalité :h) (ox) = dEV f(zp +apdy) = di grey =
0, Vk>1
3.2 Meéthode de descente conjuguée
Cette méthode été découverte en 1987 par Fletcher ([34]), By est égale a :
CD Hgk+1H2
k+1 = (4.14)

_d;‘cpgk

La méthode de descente conjuguée CD proposée par Fletcher [34] est étroitement liée a la
méthode Fletcher Reeves FR. Avec une recherche linéaire exacte, Sf % = 3¢P . Une différence
importante entre FR et CD est que, avec CD, la descente suffisante est assurée pour une
recherche linéaire de Wolfe forte et la contrainte o < 1/2 avec FR, n’est pas nécessaire pour
la méthode CD. En outre, pour une recherche linéaire qui satisfait aux conditions de Wolfe
relaxée (2.10-2.11) avec o7 < 1 et 09 = 0, il peut étre démontré que :

0< 3P < Bt

Par conséquent, a partir de 'analyse [1] ou le théoréeme de Zoutendijk bis, la convergence
globale est assurée. D’autre part, si o7 > 1 ou g2 > 0, Dai et Yuan [22] construisent des
exemples ot ||di|” augmente de facon exponentielle et le procédé de CD converge vers un point
ol le gradient ne s’annule pas. En particulier, la méthode CD peut ne pas converger vers un

point stationnaire pour une recherche linéaire de Wolfe forte .

Théoréme 3.3 ([22]) Supposons que l’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Considérons
une méthode du type (5.29) et (3.50) avec By = PSP = % et le pas ay satisfait auz
conditions de Wolfe relaxée (2.10)-(2.11) :

flan +ardy) < flaw) + pdi g

et O'ldggk < dzgk’-l-l S —O'nggk

avec 0 < p <oy <1
et 0 < g9 < 1. Alors la méthode génére des directions de descente suffisante a chaque itération
kE>1.
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Preuve. On a

T
—dfgk = - <_gk +51?de—1) Gk
df_lgk ]

d%lﬁ]kfl
—dr dr
kgk _ 1 _|_ Tk*lgk
dk_19k—1

el [1+

L
g

D’autre part de (2.11), on a

odigy < dfges < —0odi g

d;‘cp 19k
= 1—0'2§1+T77§1+0-1
dk_1gk—1
d’ou
—dr
1—0, < kg2k§1+01
gl

Donc si ||gk]| # 0, on a :

dlge < —Cllgil? o C=1—0y>0

et donc dj, est une direction de descente suffisante. [

Théoréme 3.4 ([22]) Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Considérons
une méthode du type (5.29) et (3.50) avec By = PSP = % et le pas ay satisfait auz
conditions de Wolfe relaxée (2.10)-(2.11) :

flan +ardy) < flaw) + pdi g

et O'ldggk < dzgk‘-l-l S —O'nggk

avec 0 < p<op <1
et oo = 0; est globalement convergente, dans le sens suivant :

lim inf [|gx|| = 0
k—ro0

63
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Preuve. Du théoreme précédent on a :
—dr
-0y < kggkﬁl‘i‘al
gl
—dr
= 1< Rk oy
gl
2
5 (+o)tedel o4
—dj gk
2 2
o oy < deal Ll
—dj; gk || gr41 |
L B
= (1 + 0'1) S R S 1
k+1
= Bih < B
Donc B¢ vérifie I'inégalité (4.6).
D’apres le théoreme 4.2 on a :
lim inf [|gx|| = 0
k—o00
[
3.3 Meéthode de Dai-Yuan
3.3.1 Introduction
Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan ([24]) en 1999, S est égale a :
DY Hgk+1H2
BT T T Gk T Gk (4.15)
k Yk

Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi
de la méthode CD. Avec une recherche linéaire de Wolfe standard (2.6, 2.7), la méthode
de DY génere toujours des directions de descente. En plus elle est globalement convergente
aves des hypotheses tres générales sur la fonction objectif f. On exige seulement que f soit
continueument différentiable et que le gradient soit Lipschitzien, c’est a dire que f vérifie
I’hypothese Condition C1.
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3.3.2 Théoréemes de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition
de Wolfe et la condition de Lipschitz C'1

Théoréme 3.5 ([31]) Supposons que la condition de Lipschitz C'1 soit satisfaite. Considérons
2

des méthodes du type (3.29) et (3.30) ot By, satisfait a BPY = %; Yk = Gre1 — gk €t le pas

oy satisfait aux conditions de Wolfe faible :

flzp+ardy) < flog) + pdi gr

dgngrl = ad{gk

\%

avec 0 < p < o < 1. Alors toutes les directions générées par ces méthodes sont de descente,

autrement dit :
dlgr <0; VEk>1 (4.16)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

1) Pour k=1:
digr =~ gl <0

2) Supposons que (4.16) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k + 1 :

Supposons que :
dlge <0, k>1

En utilisant (2.7), on aura :

diye = dy (grer — gk) > df, (ge1 — i) = (0 — 1) digr = — (1 — o) dj gy > 0

65



IV.3 Les méthodes dans lesquelles le terme ||g;1||” figure dans le numérateur de

B

D’autre part :

T
A1 ge = (—9k+1 +5£+Y1dk) It
= —|lgrsll’ +5k+1 .

gk+1
= —|lgr41ll” + Hd; I di grs1

2
Jr+1
= —lgenl? + 10 4 g
kY
| Gk11]
= gl + gl + 122 g
k Yk
||9k+1|| LTS 2N
iy

or puisque :di gr < 0; dly, > 0; il en résulte :
dgﬂgkﬂ <0

Ce qui acheve la démonstration. m

Théoréme 3.6 ([24]) Supposons que la condition de Lipschitz C'1 soit satisfaite. Considérons
des méthodes du type (3.29) et (3.30) ot By satisfait a BPY = M7 Yk = Gre1 — gk €t le pas

dyk
oy satisfait aux conditions de Wolfe faible :

flog+owde) < flay) + pdy gi
dggqul Z Udkgk

\%

avec 0 < p < o < 1.. La suite {x}} générée par l’algorithme de Dai-Yuan converge globale-
ment i.e.
lim inf ||gx]| =0 (4.17)
k—o00

Preuve. En utilisant le théoréme précédent, on aura :

z:cosZGHng2 < 00 (4.18)

k>1
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d’autre part on a :

ldis1 + grial® = HB’ZrYldkHQ

2
= el = (820) dell® = 2481901 — lgera|* 419 (IV.1)

De (3.30) :
dr _ (. py 4 \"
kt19k+1 = ( Grt1 + B k) Jk+1
2
Gir1 ||
H d;yk‘ di gi = Bi1dy gn
3
- DY:d;}F+19k+1
e d;‘fgk
remplacant ceci dans (4.19), on aura :
Dy \? 2
ldial®  (BR) NP 2l gis gl
2 = 2 2 2
<d£+19k:+1) (dg+19k+1) (dg+19k+1> (d£+1gk+1)
B 7 N S W 901 G N
= 2 2 2
() gx) _||9k+1|| i1 91 (d;{Hng) rsy|
ldl® [ 1 llgwal ] 1
(dige)  Llgerill  diiigrn gl
I ]” 1
(digr)  llgrsa®
d’ou
2 2
ldel” 1 k1]l
2 = 2
(dF i) lgsll® ~ (dF_ygx1)
1 1 Idk—2]”
< +
= 2 2
9 " TgerlP (4 _g)
k
1
< 2
= llgl®
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Supposons maintenant que (4.18) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw >0 tel que ||gg|| > w;VEk

On aura :
|2 1 1 & 1
(d. gr) (Eal ) w
2
d} gk 1
k>1 ”dkH E>1 k
d’ou )
(dfgk)
T
=1 lldkll

ce qui contredit (4.18).Ceci acheve la démonstration. m

3.3.3 Résultat de Dai et Yuan sur la descente suffisante

Dans [16], Dai a analysé la méthode de DY de fagon plus approfondie. Le résultat suivant

donne des conditions suffisantes pour obtenir des directions de descente suffisantes.

Théoréme 3.7 ([22]) Considérons une méthode du type (5.29) et (5.30) avec By, = BPY. Si
la méthode de DY est mise en ceuvre avec une recherche linéaire quelconque garantissant que
les directions de recherche soient des directions de descente, et s’ il existe des constantes vy, et
72 telles que v1 < ||gk|| < v2 pour tous k > 0, alors pour tout p €]0,1], il existe une constante

¢ > 0 telle que la condition de descente suffisante suivante
T 2
gi di < —clgi

soit assurée pour au moins [pk] indices, i € [0, k], [r] désigne le plus grand entier inférieur ou

égal a r.
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3.4 Meéthode de Dai-Yuan généralisée

Dans le procédé de 'analyse de la méthode de DY, Dai et Yuan ont généralisé leurs résultats

pour toutes les méthodes du gradient conjugué ou [; peut se mettre sous la forme suivante :

o
B = prYe = L (4.20)
78
Le procédé de FR correspond au choix ®;, = ||gx||*. En utilisant (1.3), B2Y peut étre rééerit

sous la forme : .
DY __ gk+1dk+1
E T
i dy,

Par conséquent, le procédé de DY a la forme (DYG) avec ®;, = gi dy. Le résultat suivant a
été établi par Dai et Yuan dans [29, 31] :

Théoréme 3.8 ([36]) Considérons une méthode du type (3.29) et (3.30) avec By, = pPYE =

q)q’;:l, dy est une direction de descente pour tout k. Supposons aussi que I’hypothése Condition
T 2
C1 soit satisfaite. Si la relation de Zoutendijk (332 ﬁ’;jﬁg) < 00) est vérifiée et si l'une des

trois relations suivantes

o (gfdk)Z
el

k=0

0o 2 oo k
=00 ouZ“ng =00 ou y [[B7=0c

2
k=0 q)k: k=11i=1

a lieu, alors la suite générée est globalement convergente, i.e.,

Jim_inf [|ge[| = 0.
3.4.1 Applications du théoreme a la méthode de Dai Yuan

Comme corollaire de ce résultat, la méthode de DY est globalement convergente, si elle est

mise en ceuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe. En effet, on a &, = g,{dk. Par

conséquent
2 2 2
N (ghdy < (i di X (ged
Z(q}ﬂ):N“:‘Z(@z): JSEOZ(@):OO
k=0 k k=0 k k=0 k
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3.4.2 Applications du théoréme a la méthode de Fletcher Reeves

la méthode de FR est globalement convergente, si elle est mise en ccuvre avec une recherche

linéaire inexacte de Wolfe forte avec o < 1/2. En effet, on a @, = ||gx|*. Par conséquent

Hng lgell” Hng
R RS TR
k=0

Notez qu'une méthode générale de gradient conjugué peut étre exprimée sous la forme (4.13)

en prenant ®¢ = 1, et

k
@k:Hffj, pour k >0

J=1

4 Les méthodes ou ggﬂyk figure dans le numérateur de
B

4.1 Méthode de Polak-Ribiere-Polyak
4.1.1 Introduction

Cette méthode a été proposée en 1969 par Polak et Ribiere ([56]) et Polyak ([57]), 5k est

égale a :

PRP 91?+1?Jk
TEE 35 Yk = Jk+1 — Gk (4.21)
lgx|
Dans [55] la convergence globale de la méthode PRP fut établie lorsque f est fortement
convexe et la recherche linéaire est exacte. Pour une fonction non linéaire, Powell [59] a montré
que la méthode PRP est globalement convergente si
(a) la taille du pas sx = xp41 — 2 tend vers zéro,
(b) la recherche en ligne est exacte
(c) la condition de Lipshitz C'1 est vérifiée
D’autre part, Powell a montré plus tard [60], en utilisant un contre exemple a 3 dimensions,
que, avec une recherche linéaire exacte, la méthode PRP pourrait avoir un cycle infini, sans
converger vers un point stationnaire. Par conséquent, il est nécessaire d’imposer la condition
(a) pour avoir la convergence.
Dans le cas ou la direction de recherche est une direction de descente, Yuan [76] a établi la

convergence globale de la méthode PRP pour les fonctions fortement convexes associées a une
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recherche linéaire inexacte de Wolfe standard (2.6, 2.7). Cependant, pour une recherche linéaire
inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9), Dai [15] a donné un contre exemple qui montre que, méme
lorsque la fonction objectif est fortement convexe et o € (0, 1) est susamment petit, la méthode
PRP peut encore générer des directions de recherche dj ascendantes i.e., gi dj, > 0.

En résumé, la convergence de la méthode de PRP pour une fonction non linéaire est in-
certaine ; 'exemple de Powell montre que lorsque la fonction n’est pas fortement convexe, la
méthode PRP peut ne pas converger, méme avec une recherche linéaire exacte. L’exemple de
Dai montre que méme pour une fonction fortement convexe, la méthode PRP peut ne pas

générer une direction de descente avec une recherche linéaire inexacte.

4.1.2 Modification de la méthode PRP en agissant sur le coéfficient

Sur la base des connaissances tirées de 'exemple de Powell, Dai a suggéré [60] la modification

suivante dans le parametre de mise a jour pour la méthode PRP :
AP — max{ PRE 0} . (4.22)

Dans [39] Gilbert et Nocedal ont prouvé la convergence de la méthode PRP +.

L’analyse de Gilbert et Nocedal s’applique a une classe d’algorithmes du gradient conjugué
qui possedent la propriété suivante :

Considérons une méthode itérative de la forme (3.29) et (3.30), et supposons la suite des

gradients {g,} vérifie la condition suivante :
il existe deux constantes positives 7 et 7 telles ques : VE € N: 0 < v < [Jgx|| <7

Définition de la propriété (%)
On dit que la propriété (%) est vérifiée s’il existe des constantes b > 1 et A > 0 telle que :

1
VEeN: Bkl <b et |sg]| <A implique |Bx| < %

Le résultat suivant est prouvé dans [39]

Théoréme 4.1 ([39]) Considérons une méthode itérative du gradient conjugué de la forme
(8.29) - (3.530), qui satisfait auz conditions suivantes :

(a) B >0

(b) Les directions de recherche sont des directions de descente suffisante i.e., il existe une
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constante C' > 0 telle que
gid, < —Cllgel”  k=1,2,... (4.23)

T 2
(¢) La condition de Zoutendijk (332, % < 00) est vérifiée
(d) La propriété (%) est vérifiée.
(e) La condition de Lipchitz C1 et la condition de bornetude C2 sont assurées.

Alors la suite générée par cet algorithme est globalement convergente i.e.
liminf ||gg|| = 0
k—o0

Comme corollaire de ce résultat, Si on associe a la méthode PRP+, des directions de re-
cherche satisfaisant la condition de descente suffisante DS et des recherche linéaires de Wolfe
faible, alors la méthode PRP + est globalement convergente.

Dans [23], Dai et Yuan ont donné des exemples pour montrer que la la condition de bornetude

(2 est nécessaire pour obtenir la convergence globale i.e., h;?l inf ||gx|| = 0. D’autre part, la
—00

contrainte [, > 0 ne peut pas étre affaiblie par max{ PRP —5} pour tout choix de € > 0.

Dans [18], il est montré que la condition de descente suffisante dans le théoreme précédent,
peut étre affaiblie & une condition de descente simple du type gid, < 0, si on utilise une
recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9).

4.1.3 Modification de la méthode PRP en agissant sur le pas de la recherche

linéaire «y

La méthode PRP+ a été introduite pour remédier a la défaillance de la convergence de
la méthode PRP lorsque elle est mise en ceuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe.
Une autre approche pour corriger I’échec de convergence, est de conserver la formule de mise a
jour PRP, mais modifier la recherche linéaire elle méme. Suivant cette voie, Grippo et Lucidi

[40] ont proposé une nouvelle recherche linéaire de type Armijo de la forme suivante :

o = max{)\jw}

2
]|
ou j > 0 est le plus petit entier possedant la propriété suivante

F@ren) < flaw) — oo [|di]?, (4.24)
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et
2 T 2
—c1 || g || < rs1r1 < €2 | i1 ]| (4.25)

oul<e<l<e,0<A<1letT >0 sont des constantes. Avec cette nouvelle recherche
linéaire, ils prouvent [41] la convergence globale de la méthode PRP. Dans un document plus
récent [42], ils combinent la recherche linéaire précédente avec une technique de «région de
confiance".

Dans une autre voie de recherche, il est montré dans [28] que la méthode PRP est glo-
balement convergent lorsque la recherche linéaire utilise un pas de progression constant :

ar = n < 1/4L, ou L est une constante de Lipschitz associée a f. Dans [64] Sun et Zhang
gl dy

dF Qpdy,
finie positive dont la plus petite valeur propre vy, vérifie vy, > 0, § € (0, /L), L est la

donnent un résultat de convergence globale avec ay, = —d , ol () est une matrice dé-
constante de Lipschitz associée a V f.

Pour ces choix de pas, les directions de recherche ne sont plus conjugués lorsque f est
quadratique. Par conséquent, ces méthodes doivent étre considérées comme des méthodes de

plus grande pente, plutot que des méthodes de gradient conjugué.

4.2 Méthode de Hestenes et Stiefel HS
4.2.1 Introduction

Cette méthode a été proposée en 1952, dans sa version linéaire par Hestenes et Steifel
([48]). C’est d’ailleurs le premier article publié qui parle de la méthode du gradient conjugué.
Les auteurs utlisent cette méthode itérative pour résoudre des systemes linéaires, () est égale
a:

ns _ Gia¥r,

CHN Yk = Gk+1 — Gk (4.26)

La méthode HS possede la propriété de conjugaison suivante
ngrlyk =0 (4.27)
indépendamment de la recherche linéaire.

4.2.2 Convergence de la méthode HS

HS _ gPRP

Pour une recherche linéaire exacte, [ . Par conséquent, les propriétés de conver-

gence de la méthode de HS doivent étre similaires aux propriétés de convergence de la méthode
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PRP. En particulier, si on prend en considération 1'’exemple de Powell [60], la méthode HS asso-
ciée a une recherche linéaire exacte, peut ne pas converger pour une fonction non linéaire. Il est
facile de vérifier que si les directions de recherche satisfont a la condition de descente suffisante
et si on utilise une recherche linéaire Wolfe, alors la méthode de HS satisfait la propriété ().

Comme la méthode PRP +, si nous notons
{9 = max {Bf1%, 0}, (4.28)

il résulte du théoreme 5.1, que la méthode HS+ est globalement convergente.

4.3 Méthode de Liu et Storey LS

La méthode Liu et Storey LS est également identique a la méthode PRP pour une recherche
de ligne exacte. Bien que peu de recherches ont été faites sur ce choix pour le parametre de mise
a jour, a l'exception de l'article [52], nous nous attendons a ce que les techniques développées

pour l'analyse de la méthode PRP devraient s’appliquer a la méthode LS.

5 Méthodes hybrides et familles paramétriques du gra-

dient conjugué

5.1 Les méthodes hybrides
5.1.1 Meéthodes hybrides utilisant FR et PRP

Comme nous ’avons vu, la premiere série de méthodes FR, DY et CD ont des propriétés
de convergence remarquables, mais ils ne sont pas assez performants en pratique a cause du
phénomene du brouillage. D’autre part, comme on I’a remarqué, le second ensemble de méthodes
PRP, HS, LS peuvent ne pas converger. Cependant numériquement et partiquement, elles sont
plus performantes que les méthodes FR, DY et CD. Par conséquent, des combinaisons des deux
types de méthodes ont été proposées pour tenter d’exploiter les caractéristiques intéressantes

de chaque ensemble. Touati-Ahmed et Storey [70] ont proposé la méthode hybride qui suit :

FR

PRP PRP FR
B, = k 0 <G5, <5
& sinon

Ainsi, lorsque les itérations coincent ou bloquent, le parametre de mise a jour PRP est
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utilisé. Par les mémes motivations, Hu et Storey [49] ont proposé

Bk:max{(),min{ IfRP, ,fR }}

Dans [39], il est précisé que BERY peut étre négatif, méme pour des fonctions fortement

convexes. Nocedal et Gilbert [39] ont proposé
ﬁk = max {_ﬁlva min { ]1;3137 lfR }}

Avec ce procédé hybride, 3, peut étre négatif car 3¢ 2 est toujours positif ou nul. On notera
que dans les résultats numériques présentés dans [38], les performances de ce procédé hybride
n’étaientt pas meilleure que celles de PRP+.

Les résultats de convergence pour les méthodes du gradient conjugué qui peuvent étre bornés
en fonction de la méthode FR sont développés dans [39, 47, 49]. En particulier, le résultat suivant
est établi dans [47] :

Théoréme 5.1 ([47]) Considérons une méthode itérative du gradient conjugué de coéfficient
Br de la forme (3.29) - (3.30), qui utilise une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-
(2.9) avec o < 1/2. Supposons aussi que U'hypothése de Lipschitz C'1 soit vérifiée et qu’on a
20 |Be| < BER . Alors les directions de recherche engendrées sont toujours les directions de

descente et la suite associée a cet algorithme est globalement convergente i.e.
liminf || gx|| = 0
k—o0

Remarque

Dans le théoréme précédent, avec la condition 20 |8x| < BEE, on a obtenu la descente et
la convergence globale. Dans [39, 49], on a imposé une condition plus forte, en 1'occurence
20 |8k < BFE et on a obtenu un résultat plus fort, la convergence globale et la descente

suffisante.

5.1.2 Meéthodes hybrides utilisant DY et HS

Rappelons que la méthode de DY possede des résultats de convergence globale plus per-
formantes que celles de FR. Par conséquent, Dai et Yuan [30] ont étudié la possibilité de
combiner DY avec d’autres méthodes CG. Utilisant une recherche linéaire de Wolfe et pour
Br € [—nﬁ,?y ,{?Y} ,oun = (1—o0) (14 o), ils démontrent la convergence globale lorsque la

condition de Lipschitz C'1 est assurée.
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Les deux méthodes hybrides suivantes ont été proposés dans [30] :

1 —
ﬂk:max{—(1+z> ,?Y,min{ 15157 I?Y}}

et

bk = max {O,min{ ,fs, ,?Y}}

Les expériences numériques dans [20] indiquent que la seconde méthode hybride a donné
des résultats plus performants que la méthode PRP —+.

Une autre méthode hybride a été proposée par Dai dans [17]. Elle emploie soit le modele de
DY ou celui de CD :

2
5 gl
max {dfyk, —g,{dk}

Il montre que ce systéme hybride génére des directions de descente, indépendamment de
la recherche linéaire. Cette propriété de descente est plus forte que celle du modele de DY
lui-méme, ou la descente est valable pour une recherche linéaire de Wolfe. Dai montre que pour
ce systeme hybride, £, € [O, ,?Y}. Cette propriété, ainsi que celle de la descente du modele

hybride, implique la convergence des méthodes pour des recherche linéaires typiques.

5.2 Les méthodes unifiées

Les méthodes quasi-Newtonniennes ont été regrouppées en familles dites de Broyden [9]
et ont été étudiées ensemble. De la méme maniere, Dai et Yuan [26, 31], ont unifié plusieurs
méthodes du gradient conjugué et ont proposé une famille a un parametre des méthodes du

gradient conjugué en posant

2
DY —unif _ ||9k+1|| (4 29)
‘ M llgell® + (1= M) dEy

ou A\ € [0, 1] est un parametre. Les méthodes unifiées sont en fait une combinaison convexe
des méthodes FR et DY. Le procédé de FR correspond a Ay = 1, tandis que la méthode de DY
correspond & A, = 0. Dans [27], cette famille est étudiée en considérant \g €] — 0o, +o0l. Si la

condition de Lipschitz C'1 est vérifiée et si on utilise une recherche linéaire de Wolfe avec

01—1§(01+02)/\k§1
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alors on a la convergence globale pour chaque membre de la famille.

En considérant des combinaisons convexes des numérateurs et des dénominateurs de 3%
et 85 Nazareth [54] propose et de facon indépendante, une famille & deux parameétres des

méthodes du gradient conjugué avec :

Newnig e gkl + (1= 1) gF v
A _
Mellgell? + (1= M) dF

(4.30)

ol Ag, g € [0,1]. Si on attribue & A, et py les valeurs extremes 0 ou 1, on obtient les
méthodes du gradient conjugué FR, DY, PRP, et SH. Par exemple

)\ = 1 =0 N—unif __ gl{—‘,—lyk __ APRP
CT A e T
k
2
—uni g
k

Constatant que les six méthodes du gradient conjugué qu’on a vu précédement ont deux
numérateurs et trois dénominateurs, Dai et Yuan [29] ont introduit une nouvelle famille de

gradients conjugués encore plus large a trois parametres, ils ont choisi S; comme suit :

By = BPY3 = i llgeal” + (1= i) geayn

(4.31)
(1= N — wi) llgell® + Medys — wid] g

ou fug, g, wy € [0,1].

Cette famille a trois parametres comprend les six méthodes standard du gradient conjugué,
les familles a 1 ou 2 parametres vues ci dessus et de nombreuses méthodes hybrides comme cas
particuliers. Afin de veiller a ce que les directions de recherche générés par cette famille soient
des directions de descente, le critére de redémarrage de Powell [58] est utilisé. Posons dj, = —g,
si

gt 9| > € llgell®,

ou £ > 0 est une certaine constante fixe. Si on utilise une recherche linéaire inexacte de
Wolfe forte (2.8)-(2.9) avec

(1+¢&)o <

N | —

Dai et Yuan [29] ont montré que les directions de recherche sont des directions de descente.
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Les résultats de convergence globale sont également établis.

Dans [19] Dai et Liao modifient le numérateur du parameétre de mise a jour pour obtenir
HS

DL gzﬂl (Y — tsi) _ RHS _ t91{+15k

b o dgyk

¥ Sk = Tpp1 — Tk = Opdy. Yp = Gey1 — Gr (4.32)
k Yk

ou t > 0 est une constante. Pour une recherche de ligne exacte, gxi1 est orthogonal a
Sk = Tpi1 — T = agdg. Ainsi, pour une recherche linéaire exacte, ,?L = 5,51 . Par conséquent
la méthode du gradient conjugué DL se réduit a la méthode HS et la méthode PRP. Encore
une fois, en raison de l'exemple de Powell, la méthode DL peut ne pas converger pour une
recherche linéaire exacte. Semblable a la méthode PRP + | Dai et Liao ont également modifié

leur formule de la facon suivante pour assurer la convergence :

T T
DL+ Gie+1Yk Jk+15k
=max<{ ——— 0, — t— 4.33
g { d?fyk } dgyk ( )

Si les hypotheses de Lipschitz C'1 et de bornétude C'2 sont vérifiées et si d satisfait a la
condition de descente suffisante (2.3), il est montré dans [19] que la méthode DL+, mise en

ceuvre une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9), est globalement convergente.

Tres récemment, dans un nouveau développement de cette stratégie de mise a jour, Yabe
et Takano [75] proposent le choix suivant pour le parameétre de mise a jour, basée sur une

condition sécante modifiée donnée par Zhang et al. [78, 79] :

T
vy Gkt (Zk - tsk)
= 4.34

ou

0
Zk:yk‘l’(gﬂk)uk:

O =6 (fr — frr1) + 3 (gr + grsr)” si
p > 0 est une constante et u;, € R" satisfait sfuy # 0; par exemple, u; =.d;, . Encore une

fois, et suivant la démarche appliquée a la méthode PRP+, Yabe et Takano ont modifié leur

formule de la fagon suivante pour assurer la convergence :

T T
YT+ _ Jk+17k ol _ t9k+13k 435
H max{ I } ree (4.35)
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Ils montrent que la méthode YT+ est globalement convergente si les hypotheses de Lipschitz

C1 et de bornétude C2 sont vérifiées et dj satisfait a la condition de descente suffisante, et si

une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9) est employée avec

1—0

0<p<—?
=P S 31 +o—2)

Sellami, Laskri et Benzine ([69]) ont proposé une nouvelle famille a deux parametres des

méthodes du gradient conjugué pour 'optimisation sans contraintes et ont étudié ses propriétés

et sa convergence. f3; est de la forme générale suivante :

gr= 2,

/
k—1

ou ¢, _, satisfait
Sror = (1= Ak = ) lgsaI” + M+ ) (=g 1di1).

et
&= Mgl + (1= N)(—gid), Ae[0,1].

Avec ces données, nous obtenons

2

=N = ) g P (i) + My i)
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Chapitre V

Modification de la recherche linéaire d’Armijo
pour satistaire les propriétés de convergence
olobale de la méthode du gradient conjugué de
Hestenes-Stiefel

Considerons le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

min f(z), x€R", (5.1)

ou f est continuement differentiable. Notons par g (x) = Vf (x) le gradient de f. Pour
résoudre le probleme (5.1) on utilise des méthodes itératives qui générent des suites {xz} définies

de la facon suivante :
Tpr1 = Tp + aydy (5.2)

ou x € R™ est la kiéme approximation de la solution, ay est le pas obtenu en effectuant

une recherche linéaire exacte ou inexacte et dj est la direction de recherche.

Les méthodes du gradient conjugué sont parmi les méthodes les plus efficaces pour résoudre
le probleme (5.1), spécialement lorsqu’il s’agit de problémes de grande taille. La direction de

recherche dj, est définie par

— i k=0
=4 % i (5.3)
—gk + Brdi—1 sik>1

ou [ est un scalaire et g = g (xy). La version originale du gradient conjugué proposé par
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propriétés de convergence globale de la méthode du gradient conjugué de
Hestenes-Stiefel

Hestenes et Stiefel (HS conjugate gradient method) [48], dans laquelle 35, est défini par

T
s 9k Gk — gr-1)

— 5.4
g dfq(gk: - gkq) ( )

Les autres formes de [, sont définies comme suit :

T
= Tgki Fletcher — Reeves|[35], (5.5)
Jk—19k-1
PRP 9 (9k — Gr—1)
p =T Polak — Ribiere — Polyak[55, 56], (5.6)
Ji—19k—1
9r i
oD — —dii Conjugate — Descent[34], (5.7)
k—19k—1
T _
LS — —W Liu — Storey[51], (5.8)
k—19k—1
9k G
DY = k Dai — Yuan|24], (5.9)

B d£_1(9k - gk—l)

La convergence globale des différentes versions du gradient conjugué joue un réle important
dans la théorie du gradient conjugué. Zoutendijk [80] a prouvé que la méthode du gradient
conjugué, version FR avec une recherche linéaire exacte est globalement convergente. Al-Baali
[1] géneralisa ce résultat en utilisant la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte. Powell [60]
démontra que la suite des normes du gradient ||gx|| vérifie la condition ||g|| > C, C constante

strictement positive, seulement lorsqu’on a

>

k>0

< 400 (5.10)
Il

Par conséquent on peut démontrer la convergence globale de la méthode FR en utilisant
la relation (5.10). Contrairement aux bons résultats de convergence de la méthode FR, on n’a
malheureusement pas réussi a prouver un résultat de convergence pour la méthode PRP en
utilisant une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

Quelques résultats de convergence ont été prouvés en utilisant des recherches linéaires in-
exactes assez compliquées ou en restreignant ’ensemble des parametres [, a prendre que des

valeurs positives [41-66-67-68]. En utilisant la méthode CD on a réussi a prouver la conver-
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gence globale en utilisant une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte et une tres grande
restriction sur les parametres 3y, [21]. Dans la méthode DY on a obtenu un résultat de conver-
gence globale en utilisant seulement des recherches linéaires inexactes de Wolfe faibles [24]. Une
impressionnante litterature sur les méthodes du gradient conjugué se trouvent dans [13-18-22-
33-49-52-63-65-76].

D’apres nos connaissances, il n’existe pas de résultats de convergence globale pour les mé-
thodes LS et HS avec des recherches linéaires de Wolfe. Dans ce travail on introduit une nouvelle
recherche linéaire inexacte et avec laquelle nous prouverons la convergence globale de la méthode

HS.

Partant de la condition de descente suffisante suivante
gdy, < —cllgel?, ¢ = cte €]0,1] (5.11)

dj, étant détérminée a l'itération k, nous essayons de calculer le pas «y. Ceci nous
permettra a finir l'itération k& et passer a litération suivante.

Il existe plusieurs approches pour trouver le pas ay. La recherche linéaire exacte est
I’approche idéale mais son cout est élevé en mémoire et temps ou méme impossible a calculer.
C’est pour cette raison que les recherches linéaires inexactes ou économiques ont été élaborées.
Les plus célebres sont les recherches linéaires inexactes d’Armijo [1] ou de Goldstein ou de Wolfe
[44,71]. La recherche linéaire inexacte d’Armijo est facile a implementer en pratique.

La recherche linéaire inexacte d’Armijo

On se donne une constante s > 0, p € (0,1) et u € (0,1). Choisir ay, de sorte qu’elle soit le

plus grand « dans {s, sp, sp?, ..., } et qu'elle vérifie 'inéglité suivante dite d’Armijo
fzp +ady) < f(zp) + agf dy. (Armijo)

L’inconvénient de la recherche linéaire inexacte d’Armijo est comment choisir le point initial
s. Si s est trés grand alors Ialgorithme a besoin de beaucoup d’évaluations de type (Armijo).
Si s est trop petit, alors I'efficacité de I'algorithme sera affectée et diminuée. Ainsi on choisira
un point initial s adéquat a chaque itération de sorte qu’on trouvera un pas o4, facilement.

Le travail original de cette these consiste a construire une nouvelle recherche linéaire inexacte
du type Armijo dans laquelle le pas initial s est choisi de fagon appropriée mais varie aussi
a chaque itération. La nouvelle recherche linéaire qu’on appelle recherche linéaire d’Armijo
modifiée nous permet de trouver le pas oy, facilement et nous garantit par la suite la convergence

globale de I'algorithme du gradient conjugué version Hestenes et Steifel HS sous des conditions
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Chapitre V. Modification de la recherche linéaire d’Armijo pour satisfaire les
propriétés de convergence globale de la méthode du gradient conjugué de
Hestenes-Stiefel

assez faibles. On démontrera aussi que le nouveau algorithme admet une vitesse de convergence
linéaire. Des tests numériques prouveront que notre nouvelle méthode c’est a dire HS avec
recherche linéaire d’Armijo modifiée est plus performande que la méthode classique HS avec

recherche linéaire inexacte d’Armijo.

1 Nouvelle recherche linéaire inéxacte d’Armijo modi-
fiée

Avant tout et tout le long de ce chapitre nous supposerons que la fonction objectif f vérifie
les deux hypotheses suivantes :

Hypothése A. La fonction objectif f € C'(R™) et f est minorée sur R”

Hypotheése B. Le gradient g (z) = V f (z) de f(x) est Lipschitzien sur un ensemble convexe
I qui contient I’ensemble de niveau L(z,) = {x € R™ |f(z) < f(xo)} ou x( est un point initial

donné, i.e., il existe L > 0 telle que

lg(z) —gW)|l < Lz -yl ,Vo,yeT.

Nouvelle recherche linéaire inéxacte d’Armijo modifiée

1—c A% (gur1—gr) C
—C_kontL I8 Calculer av
L ldi]? k

comme étant le plus grand a dans I'ensemble {s, sp, sp?, ..., } et vérifiant les deux inégalités

On se donne p € }0,%{, p€l0,1[et c € [%,1] , Poser s, =

suivantes :
f () = [+ ady) > —apgl dy. (Armijo-modifie9)
g (x4 ady)" d(zy, + ady) < —cllg (zx + ady)|?
et
g1l < clldy]]
avec

g (z, + ady)” [g (x5, + ady) — g (zx)]

d
&g (25 + ady) — g (z2) :

d(l‘k + Oédk) = —g (ZEk + Oédk) +
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pour

d} gr1 > di gi

et Ly, est une approximation de la constante de Lipshitz L de g(z).

2 Le nouveau Algorithme. Définition et propriétés géné-

rales

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire notre nouveau Algorithme.

Algorithm 1 FEtape 0 : On se donne xy € R™, Poser dy = go, k := 0.

Etape 1 : Si||gx| =0 alors stop. sinon aller a Etape 2.

Etape 2 : Poser xj,1 = x), + apdy, ot dy est définie par (3), Br = B,

oy est définie par la nouvelle recherche linéaire inexacte d’Aarmijo modifiée

FEtape 3 : Poser k:=k+ 1 et aller a Etapel.

Quelques propriétés du nouveau algorithme se trouvent dans les lemmes suivants :

Lemme 2.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites et que le nouveau al-
gorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée génére une suite infinie

{zx}. Alors on a
1 —cdj (gr+1 — gr)
- L ldi |

ay (5.12)

et

gi1diir < —c|lgesa
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Preuve. La condition (B), I'inégalité de Cauchy—Schwartz et la méthode HS impliquent

(1= )di (grer — gx) = anl |ldi®
_ oL Hgk-i-lH ”dkH Hg “ Hd H
||91<:+1||2 i ’
> g1l llgr+1 — g&ll gl lldel
B lgea i
> ’91?+1(9k+1 ggk)’ ’g;ﬂldk’
g+l
> 91?+1(9k:+1 — k) dg(gkﬂ — Gk) (ng_Hdk)

dE (gr1 — 9w) s

dT(gk 1~ gk)
= ﬁlﬁ%L <gl{+1dk>

gl
Donc dT( )
(1) di (gr1 — g1) > BziiW (ng+1dk>
k41
et ainsi

2 2
—C ||9k+1|| > - H9k+1|| + 51551 (91?+1dk) = ng+1dk:+1
Le lemme est démontré. m

Lemme 2.2 Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites. Alors le nouveau algo-

rithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée est bien défini.

Preuve. Puisque

lim fe — f(op + ady)

_ _ T T
lim - = =gy dr > —pgy di

alors il existe o, > 0 telle que

Jr =[x, + ady)

(07

> —ugldy, Vo € [0,0[}4 :

. . ” . ’
Ainsi et en posant a;, = min(sg, ay,), nous obtenons

Jr — [(ar + ady)

«

> —ugldy, Vo € [O,QH : (5.13)
D’autre part et en tenant compte du Lemme 5.1, on a :

g (z, + ady,)" d(zy, + ady) < —c|lg (z), + ady) |
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V.3 Convergence globale du nouveau Algorithme

df (9k+1—9k)

. Posons
lld|?

: 1—c
si a< I

. » 1 —Cdg(gkﬂ — k)
0 = min | oy, 7 ||dk:||2

Si on prend a € [0,axl, alors le nouveau algorithme HS muni de la nouvelle recherche

linéaire d’Armijo modifiée est bien défini. Le lemme est prouvé. m

3 Convergence globale du nouveau Algorithme

Lemme 3.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites et que le nouveau al-
gorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée génere une suite infinie

{zr}. Supposons aussi qu’il existe mg > 0 et My > 0 telles que mo < Ly < My. Alors on a,
L(l-c
R e R (5.14)
mo
Preuve. Pour £ =0, on a

L(1—c¢)
ldell = llgell < llgel <1 . m)
0

Si k£ > 0, alors en utilisant la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée, nous avons

11— Cdg(gk-l—l — k) < 1 - Cdg(gkﬂ — k)

Q. Sk = ~
N A mo |di)”

L’inégalité de Cauchy Shwartz, L’inégalité précédente et la formule HS donnent :

ldkall = ||=grer + B di
T
9k+1(9k+1 - gk)‘
< lgr 1||+‘ [k
i AL (g1 — gn)]
EAlk
< gkl [1+L04k
" dZ(ng _gk)
<

<1 + L(lw_mc)> | Grs1 ]

La preuve est terminée. m
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Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites et que le nouveau
algorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée génére une suite infinie

{zx}. Supposons aussi qu’il existe mg > 0 et My > 0 telles que mo < Ly < My. Alors on a,
Tim lgil| = 0. (5.15)
Preuve. Notons 1y = inf{a; : k € N}. Si g > 0 alors on a
fr = frsa = —pawg dy > pmoc || gil* -

D’apres (A) on a

Pl lngz < +00

et par conséquent
li =0.
Jim lgy|| =0
Maintenant montrons que 79 > 0. Supposons que 79 = 0. Alors il existe un sous ensemble

infini K C {0,1,2,...,} tel que
lim a5 =0 (5.16)

ke K, k—oo

D’apres le lemme 5.3 on a

1—cdl _ 1— L(1—¢)\ 2
s = Cdk(ngrl 9k)> C<1+ ( C)) <0

Ly, ldul®> 7~ mo

Donc il existe k' tel que
ak/pgsk,ka'etkeK.

Soit @ = ay/p , au moins 'une des deux inégalités :
fe — f(zr + ady) > —apg} dy (5.17)

ou
g (x + adk)T d(zy + ady) < —cllg (xp + owlk)||2 ) (5.18)

n’a pas lieu. Si (5.17) n’a pas lieu, alors nous avons :

fe — flag + ady) < —aug; dy.
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V.3 Convergence globale du nouveau Algorithme

Maintenant utilisons le théoreme de la valeur moyenne sur la partie gauche de I'inégalité

précédente. Alors il existe ), € [0, 1] telle que

—ag (xg + adk)T di, < —apg; dy

Par conséquent
g (z + adk)T di, > pgi dy, (5.19)

La condition (A), l'inégalité de Cauchy—Schwartz, (5.19) et le lemme 5.1 impliquent :

La|ldill® > |lg (wx + abhdr) — g (x4)]| [l il
> |(g (e + abidy) — g (20))"
> (1= p)g; d
> o(1—p) lgall”-

D’apres le lemme 5.3 on a :

2

L fldll L ( |

I
mQ

Ceci contredit (5.16).

Si (5.18) n’a pas lieu, alors nous avons :

g (zx + ady)" d(zy, + ady) > —c||g (zx + ady) ||

et ainsi,

g (x4 adp)" [g (2 + ady,) — gi]

di 9 (xx + ady) — gk g (@i + ad) d > (1= ) g (2 + ady) .
k

Maintenant utilisons I'inégalité de Cauchy—Schwartz sur la partie gauche de 'inégalité pré-

cédente, on a :
2
[l di |

al
dy, (g (zp + ady) — gr)

> (1—¢)
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Avec le lemme 5.3, ceci donne

T
ak>p(1—0)dk( g (wx + ady) — )>0k>k ke K.

Lo (1 By g,

qui contredit aussi (5.16). Ceci montre bien que 7y > 0. La preuve compléte du théoréeme es

terminée. ®m

4 Etude de la vitesse de convergence

Dans cette partie on va démontrer que le nouveau algorithme HS muni de la nouvelle
recherche linéaire d’Armijo modifiée a une vitesse de convergence linéaire sous des hypotheéses
assez faibles.

Nous supposons qu’en plus des hypotheses (A) et (B), la fonction objectif f vérifie 'Hypo-
these (C) suivante :

Hypothése C. On suppose que la suite {z;} générée par le nouveau algorithme HS muni
de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée converge vers un point z*. De plus supposons
que la matrice Hessienne V?2f(z*) est définie positive et que f(z) est deux fois continuement

differentiable sur 'ensemble : N(x*,¢q) = {z/ ||z — 2*|| < €0}.

Lemme 4.1 Supposons que I’Hypothése (C) soit vérifiée. Alors il existe m', M et gy avec 0 <
m < Mete<ey tels que :

m' ylI> < y'Vif(x)y < M ||y|]®, Yo,y € N(2*,€)5.20 (V.1)
1, 1
5™ o — 2> < flx)— f(=*) < §M |z — 2*||?,Vz € N(z*,¢)5.21 (V.2)
M |z —y|? > (g(z) — g(=)" (x —y) >m' ||z — y||*,Va,y € N(z*,2). (5.22)
Ainst on a
M |z —2*|* > g()" (¢ —2*) = m' |z — 27||* Vo € N(2",¢) (5.23)

De (5.23) et (5.22) on peut avoir en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz

M |z —a*[| = |lg(z)|| = m’ ||z — «*||, Yz € N(a",¢) (5.24)
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et
lg(x) — g()| < m ||z — y|| . Va,y € N(2*,¢) (5.25)

Preuve. La preuve de ce théoréme est trés connue en littérature, voir (e.g. [77]). m

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses (C) soit satisfaite et que le nouveau algorithme
HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée génére une suite infinie {xy}.
Supposons aussi qu’il existe my > 0 et M) > 0 telles que my < L < M{. Alors {z}} converge

vers x* au moins R-linéairement.

Preuve. Supposons que 'Hypothese (C) soit vérifiée. Alors il existe k' telle que zj, € N(z*, &),
Vk > k'. Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer que z, € N (x*,e9). Alors les

hypotheses (A) et (B) sont vérifiées. D’apres la preuve du théoréme 5.1, on a :

fi = frrr > nocp || gxl* (5.26)

Le lemme 1 et I'inégalité de Cauchy—Schwartz inequality donnent

gl 1dill = —gidi > ellgxl*-

Ce qui implique
ldi|l = c|lgxll (5.27)

le nouveau algorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée et le

lemme 5.4 impliquent
m < Ly (5.28)

La définition de 79 dans la preuve du Theorem 1, (5.27) et (5.28), donnent :

1 —cdf (g1 — gx)

T =

Ly AR

< 1 —c|ldi|l llgr+1 — gkl

- L ||

- 1 —c <||9k+1|| n ||9k||>
m ldill  [ldll
1—c¢ (2>

< B
m' \c

Par conséquent
2(1—
S ) (5.29)

cm
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Posons 1 = nocp. Le lemme 5.4, la relation (5.26) donnent :

2
nllgell”-

e T

(fu = f")

Jr = fr1

v

v

2nm’?
M/

v

Si on note
’ 277

6 =
m M

alors on a

So = fon =0 (fo = 1) (5.30)

et nous pouvons prouver § < 1. Maintenant, d’apres la définition de 7, la relation (5.29) et

. / /
n’oublions pas de noter que m < M < L, alors nous avons :

92 _ 277m,2
= 57
- 2m 2ngcp
— M/
< 2m'2cp 2 (1 — c)
- M em/

< @u2l-0) <1

Si on note

w=+v1-—6?

et du fait que w < 1, on obtient en utilisant (5.30) que :

fra—=f < (1=0) (o= f7)

= W (fe = 1)
< ..
2(k—k' .
< >(fkf+1—f)
De la premiere égalité, on obtient :
M <1-6<1
Je—f
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V.5 Tests numériques

qui montre que la suite {fi} converge vers f* @Q-linéairement.

De plus et en utilisant le lemme 5.4, et les précédentes inégalités on a :

* 2 ES
|Tps1 — H2 <  (frorr — f9)
m

w2(kz—k/> 2 (fk’+1 - f*)

—_— ’

m
et par conséquent on obtient :
2\ Sy — I
lz, — ]| < o 2(fin ~ 1) L )
m/ W2 (K +1)

et

lim ||z — x*H% <w <1,
k—o0

qui montre clairement que la suite {z;} converge vers z* de fagon R-linéaire.
D’autre part 'inégalité fry1 — f* < (1 —0%) (fr — f*) et (5.23) impliquent que :

eepr — 2| _ M
—_ /

ek — =] m

(1 - Q2)7

qui montre que {zy} converge vers x* @-linéairement, a condition que :

!

-(1—02) < 1.

=

m

Si %,/ (1 —62) > 1, on ne peut pas obtenir que la suite {z } converge vers z* Q-linéairement.

On obtient seulement la convergence de {zy} vers z* au moins R-linéairement. m

5 Tests numériques

Dans cette partie nous allons effectuer des tests numériques pour montrer l'efficacité et
la performance du nouveau algorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo
modifiée.

La constante de Lipschitz L associée a g(x) n’est pas connue dans les calculs pratiques
et a besoin d’etre éstimée. Dans ce qui suit, nous allons aborder ce probleme et donner des

approches qui permettent d’estimer L. Dans [66], quelques approches pour estimer L ont été
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proposées. Si k > 1 alors nous posons d,_1 = T — Tx_1 €t Yp_1 = gr — gr—1 €t nous obtenons

les estimations suivantes :

| Yr—1]|
L~ 5.31
6]l (5:81)
I ~ Hyk—1|‘2 5.32
- 6]’%“713/16717 ( ‘ )
NUSUSY (5.33)
6511

De ce fait , si L est la constante de Lipschitz, alors toute autre constante L' plus grande
que L est aussi une constante de Lipschitz. Ceci nous permet de trouver de grandes constantes
de Lipschitz. Cependant de trés grandes constantes de Lipschitz aboutissent a de tres petits
pas «j et rendraient la convergence du nouveau algorithme HS muni de la nouvelle recherche
linéaire d’Armijo modifiée trés lente. Ainsi nous chercherons des constantes de Lipshitz aussi
petites que possible dan les calculs pratiques.

Dans la kieme iteration nous prenons la constante de Lipschitz comme suit

Ly = max (LO, ”y’“*") : (5.34)
romsy|
lyeal®
Ly = max | Lo, min | =——,M; | |, (5.35)
5k_1yk—1
5T Ly
Ly = max (Lo, ’“y’“;> : (5.36)
101

avec Ly > 0 et M, étant un grand nombre.

Lemme 5.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites et que le nouveau al-
gorithme HS muni de la nouvelle recherche linéaire d’Armijo modifiée génére une suite infinie
{zx} et Ly est évaluée par (5.34), (5.35) or (5.36). Alors il existe mg > 0 et My > 0 telles que :

Preuve. Evidemment, L, = Ly, et on peut prendre my = Lg. Pour (5.34) nous avons

Hyk—lH
61|

L, = max (LO, ) < max (Lg, L) .
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Pour (5.35), on a
_ . Hyk—lHQ ! '
Ly, = max | Lo, min | 77—, M, < max (LO, MO) .
Ok 1Yk—1
Pour (5.36), utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwartz, on a :

5g;1yk—1
Ly = max | Ly, ———— | < max (Lo, L).
10k 1

Si on pose M(; = max (Lo, L, M(;), ceci complete la preuve. m

Notons par HS1, HS2 et HS3 la méthode HS munie de la nouvelle recherche linéaire d’ Armijo
modifiée et les estimations (5.34)—(5.36), respectivement. HS est la méthode basique de Hestenes
et Steifel munie de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte. On note par PRP+ la méthode

PRP avec la condition
B = max (0, 57"

et la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

5.1 les profils de performance numérique

les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué
HS1, HS2, HS3, PRP+ et HS basés sur le temps CPU.

1

0.9

0.8

0.7

t

0.6

0.5

Pp:r(p,s)<

0.4

0.3

0.2

Ol | | | | | | | |

Fic. 5.1 — Performance basée sur le temps CPU.
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les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué
HS1, HS2, HS3, PRP+ et HS basés sur le nombre d’itérations.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

t

Pp:r(p,s)<

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

t

F1G. 5.2 — Performance basée sur le nombre d’itérations.

les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué
HS1, HS2, HS3, PRP+ et HS basés sur le nombre d’évaluations de la fonction.

I ——F -——F= =T
= HS1 1
Vv — .
0 HS2 |
e HS3
g PRP+
o ]
—-—--HS
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

t
F1G. 5.3 — Performance basée sur le nombre d’évaluations de fonction.
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V.5 Tests numériques

les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué

HS1, HS2, HS3, PRP+ et HS basés sur le nombre d’évaluations de gradient.

t

& 1 HS1
g —-—--HS2 1
&:. HS3 |
PRP+
—-—--HS i
O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

F1G. 5.4 — Performance basée sur le nombre d’évaluations de gradient.

Conclusion
Il est clair d’apres les figures. 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4, que notre méthode est numériquement plus

performante que les autres méthodes du gradient conjugué PRP, PRP+ et HS.
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Soit f : R™ — R non quadratique et (P) le probleme de minimisation sans contraintes

suivant :

(P): min{f(z):z e R"}

Pour résoudre les problemes d’optimisation sans contraintes, les méthodes du gradient

conjugué générent des suites {zx},_,, de la forme suivante :
Tpy1 = Tp + apdy

Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire. La direction dj, est définie par la

formule de récurrence suivante(fy € R)

—gr sik=1
dy, = )
— gk + Br—1dp—1 sik > 2

Durant les 60 dernieres années, beaucoup de méthodes du grdient conjugué ont été élaborées
et par conséquent une multitude de résultats de convergence ont été démontrées. On peut se
perdre facilement si on cherche a étudier tous ces résultats. On a vu dans cette these qu’on peut
regrouper les différentes méthodes du gradient conjugué en deux grandes familles qui possedent
les mémes propriétés de convergence :

a) Les méthodes dans lesquelles le terme |g;.1|° figure dans le numérateur de

B

Dans cette famille on trouve surtout :

al) Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)

2

FR _ ||gk+1||

k= 2
[ grl
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a2) Gradient conjugué variante descente conjuguée (CD)

2
CD ::__Hgk+1H
’ dzgk

a3) Gradient conjugué variante de Dai- Yuan (DY)

2
DY _ ||9k+1 ||
g dgyk

b) Les méthodes ou g,{ﬂyk figure dans le numérateur de [,
Dans cette famille on trouve surtout les méthodes suivantes
bl) Gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak(PRP)

PRP __ 91{+1yk
k = 2
gl

b2) Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel(HS)

HS _ g;fﬂyk
g d%?/k

b3) Gradient conjugué variante Liu-Storey(LS)

Ls _ _9ka¥e
: dfgk
Propriétés caractéristiques des familles a) et b)
Les méthodes appartenant a la classe a) ont des propriétés de convergence semblables a la
méthode de Fletcher Reeves.
Les méthodes appartenant a la classe b) ont des propriétés de convergence semblables a la
méthode de Polak Ribiere Poliak .
Ceci étant, il suffit donc de comparer la méthode de Fletcher Reeves et la méthode de Polak
Ribiere Poliak et étendre cette comparaison aux deux familles.
On a vu que ces deux familles ont des propriétés de convergence semblables et utilisent
presques les mémes hypotheses.
Les premiers et les plus importants résultats théoriques de convergence ont été obtenus pour

la méthode de Fletcher Reeves. Mais numériquent cette méthode présente quelques inconvé-
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nients.

Contrairement a la méthode Fletcher Reeves, on n’a pas réussi a établir des résultats
théoriques de convergence pour la méthode Polak Ribiere Poliak.

Comme on ’a remarqué ci dessus, I'algorithme de la méthode du Gradient conjugué ver-
sion Hestenes-Stiefel (HS) appartient a la famille b), et par conséquent possede des propriétés
semblables a la méthode de Polak Ribiere Poliak. Plus précisément la méthode HS a une bonne
performance numérique, mais trés peu de résultats de convergence globale avec la recheche
linéaire inexacte. On a vu dans cette these, qu’en s’inspirant du travail de Shi, Z.J et Shen, J.
(2007), et en effectuant une nouvelle modification de la recherche linéaire inexacte d’Armijo,
on a pu avoir la convergence globale de la méthode du gradient conjugué, version Hestenes et

Steifel. Des tests numériques ont prouvé la performance du nouveau algorithme.
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Annexe

1 Programme en fortran 77 d’ Armijo

C>I<>I<>!<>I<>l<>|<>l<>!<>|<>|<>|<>l<>!<>I<>I<*******>l<>|<>l<>!<>I<>I<*******>l<>|<>l<>!<>I<>I<>I<>X<>l<>|<>|<**>l<>|<>l<>l<>|<>l<>|<>l<***********************

Programme d’ Armijo
Rk ok kR stk ks ok stk sk okt ok ok stk sk okt okt sk stk sk ok stk sk ok kR ok
real x(2),xp(2),2(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer ik, test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print* ’le dimontion n=";read* n
do i=1,n print* ’x0(’,i,’)=";read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else phopt=alph ;test=1 endif
print*’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=b/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=", phopt
end
Rk ok R Rk R R R R R R R Rk R R R R R R R Rk
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
(1) 42 (x(2)) #*438(1)=2*x(1) 18(2) =4%(x(2))**3
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end

C*******************************************************************************

C*******************************************************************************

2 Programme en fortran 77 de Goldschtien

C*******************************************************************************

Programme de Goldschtien
Rk Rk R R Rk R R R R R R R R R R R R R Rk
real x(2),xp(2),2(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer ik, test,n
ro=0.1:;delt=0.3 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print* ’le dimontion n=";read® n
do i=1,n print*/’x0(’,i,’)=";read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.1000) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p ;y=f0-delt*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else if (f.It.y) then a=alph else
phopt=alph ;test=1 endif
endif
print* ’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print* ’alpha optimal=", phopt
end
Rk R Rk R R R R R R R R R R R R R R Rk
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
(1) 42 (x(2)) #*438(1)=2%(1) 18(2) =4% (x(2))**3
end

C*******************************************************************************

C*******************************************************************************
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3 Programme en fortran 77 de Wolfe

C*******************************************************************************

Programme de Wolfe
C*******************************************************************************
real x(2),xp(2),g(2),gp(2),{0,alph.f p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0 ;print*’le dimontion n=’
read® n
do i=1,n print*/’x0(’,i,")="; read®, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else pf=0
do i=1,n pf=pf+g(i)*gp(i) end do
t=-pf;y=sig*(-p)
if (t.1t.y) then a=alph else phopt=alph ;test=1 endif
endif
print* ’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=(a+b) /2 ;k=k+1
go to 10
end if
print* ’alpha optimal=", phopt ;x=xp
end
Rk ok kR R ok Rk Rk ok R Rk R kR ks R R sk R sk kR ok
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
(1) 2 (x(2)) #*438(1)=2*x(1) 18(2) =4%(x(2))**3
end

C*******************************************************************************

C*******************************************************************************
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Programme en fortran 90 de la méthode du gradient
conjugé

C*******************************************************************************

Programme du gradient conjugé

C*******************************************************************************

program CGWP

implicit none

integer, parameter : :n=10000

! test : nombre des direction engendré par la méthode du GC
I'et qui ne sont pas des directions de descente
! cont : nombre des évaluations fonctionnelles
integer ik,j,k,contf test,contg,B

'Y : la suite, g : le gradient, d : la direction de déplacement
I'eps : epcilon (critere de convergence)
double precision y(n),g(n),gp(n)

double precision d(n),eps

double precision alphd,alph0

double precision b,w,alphg,f0,f1

integer (2) hour,minut,second,hsedt

integer (2) hour2,minut2,second2,hsedt2

call gettim(hour,minut,second,hsedt)

print* hour,minut,second,hsedt
print*,’ENTRER Y’

read*, B

do ik=1,n

y(ik)=0.5

enddo

print*’ENTRER EPS’

eps=1.e-10

b=0.9 ;w=0.1 ;contf=1 ;test=0 ;contg=1
g=df(y) ;f0=f(y) ;d=-g;j=1 k=1

do while(sqrt(dot_ product(g,g))>eps)

C*******************************************************************************



4 Programme en fortran 90 de la méthode du gradient conjugé

I recherche linéaire

Rk R R Rk R R R R R R R R R R R R R R Rk
alphg=0;alphd=100 ;alph0=1

gp=§g

do

contf=contf+1

f1=f(y+alph0*d)

if(f1<=f0+w*alphO*dot_ product(gp,d))then

contg=contg+1

g=df(y+alph0*d)

if(dot__product(g,d)>=b*dot_ product(gp,d))then

exit

else

alphg=alph0 ;alphO=(alphg+alphd) /2.

endif

else

alphd=alph0 ;alph0=(alphg+alphd) /2.

endif

enddo

Rk ok kR stk ok stk sk skt ks ok sk kst sk okt okt stk sk okt sk ok kR ok ok
I'le nouveau point

Rk R Rk R R R R R R R R SRR R R R R R Rk
y=y+alph0*d

k=k+1

if(j<n)then

if(B=1)then

d=-g+(dot_ product(g,g-gp)/dot_ product(d,g-gp))*d
end if

if(B=2)then

d=-g+(dot_ product(g,g)/dot_ product(gp,gp))*d

end if

if (B=1)then

d=-g+(dot_ product(g,g)/dot_product(gp,gp))*d

end if

J=i+l

104



Annexe

if(dot_ product(g,d)>=0)then

=1

d=-g

test=test+1

endif

else

d=-g

=1

endif

Rk Rk kR SRR R R R R R R R R R R R R R R
ltest de la décroissance négligeable

Rk kR R kR R SRR R R R R R Rk R R R Rk ok R R
if(f0-f1<1.e-14)then

print*

print*, THE NORM OF GRADIENT’

print ’(e20.2)’ sqrt(dot_ product(g,g))

g=0

endif

f0=f1

enddo

Rk ok kR stk ks ok stk skt stk stk sk okt okt sk stk sk ok stk okt kR ok
I affichage du temps

Rk R Rk R R R R R R R R R R R R R R R Rk
call gettim(hour2,minut2,second2,hsedt2)

print* hour2,minut2,second2,hsedt2

print* hour2-hour

print®* minut2-minut

print* second2-second

print* hsedt2-hsedt

Rk ok R kR R R R Rk R R R Rk R R R R R R R Rk
laffichage des résultats

Rk Rk R R R R R R SRR SRR R R R KRR SRR R R
print*

print*"THE NUMBER OF ITERATION’
print* k
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print*THE FUNCTION VALUE’

print ’(e20.2)" f(y)

print* 'NOMBRE D EVALUATIONS FONCTIONNELLES’,contf
print* 'NOMBRE D EVALUATIONS GRADIENT’ contg
print*,’test="test

I'les procédures intérieurs

contains

end
st sksk sk sk ok sk sk sk sk o sk sk sk sk s ok sk skosk sk ok o ok sk skosk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk skosk sk sk o sk sk sksk sk sk ok sk sk ok

Kk ok >k skook sk skook sk skok ok skokook sk ko sk skok ok skoskook sk skok sk skok sk stk ok sk skok sk kok skokok sk sk skok skokok skokoskok skokok skokok skokoskok skokok skokokeskoskokok skokok
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Soit f: R™ — R. On cherche a résoudre le probleme de minimisation sans contraintes suivant :
(P): min{f (z):z € R"}

L’algorithme de la méthode du Gradient conjugué Hestenes-Stiefel (HS) est un outil de optimisation numé-
rique sans contraintes qui a une bonne performance numérique, mais aucun résultat de convergence globale avec
la recheche linéaire inexacte n’a été prouvé. Dans cette theése, en s’inspirant du travail de Shi, Z.J et Shen,
J. (2007), on propose une nouvelle modification de la recherche linéaire inexacte d’Armijo qui nous assure
la convergence globale de la méthode du gradient conjugué, version Hestenes et Steifel : B,f § = _ Uk Des

dy_1yk—1"
tests numériques sont donnés pour montrer la performance du nouveau algorithme.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale,Recheche linéaire inexacte, Regle d’Armijo,
Reégle de Wolfe (forte et faible), Méthode de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-
Ribiére-Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Dai-Yuan,Méthode hybride du Gradient conju-

gué .

In this thesis, we present a theoretical and an algorithmic study for the conjugate gradient methods which

has made the object of many researchers in this last years.
Indeed, The Hestenes-Stiefel (HS) conjugate gradient algorithm is a useful tool of unconstrained numerical
optimization. which has good numerical performance but no global convergence result under traditional line
searches. We proposes a line search technique that guarante the global convergence of the Hestenes-Stiefel (HS)

conjugate gradient method.

Keywords : Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, Inexact line search, Armijo line search, Strong
Wolfe line search, Weak Wolfe line search, Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribiere-
Polyak Method, Conjugate descent Method, Dai-Yuan Method , Hybrid Conjugate Gradient Method.
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