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Introduction

Ce cours s’adresse aux étudiants de deuxiéme année master de mathématiques appliquées,
j’ai élaboré ce cours apres sept années d’enseignement de cette matiere a l'université de Souk-
Ahras, en se basant essentiellement sur le livre de M. Mokhtar-Kharroubi intitulé ” Mathema-
tical Topics in Neutron Transport Theory” (1997) traitant le cadre absorbant. Ce choix n’est
pas venu au hasard du fait que ce dernier auteur est un scientifique qui s’est beaucoup donné
dans cet axe de recherches en donnant a chaque parametre sa vraie nature physique (et non
artificielle!), en interprétant trées bien les choses et essayant de comprendre les phénomenes
physiquement avant de surmonter les problemes mathématiquement. Qu’il trouve ici toute

ma considération.

D’apres mes années d’enseignement, j’ai vu que les étudiants ont eu du mal a suivre ce cours,
surtout avec un volume horaire hebdomadaire d’un cours et un TD et avec un tel bagage
scientifique acquis en licence. Donc j’ai réflichi a élaborer cette ébauche, en simplifiant pas
mal de choses, en détaillant des passages, en clarifiant des zones ambigues dans les preuves
et en I'enrichissant avec des commentaires et des remarques afin de la rendre accessible pour

une premiere lecture.

J'espere que ce modeste travail sera utile aux étudiants du cycle master dans le but d’élargir

leur horizon de connaissances et avoir une base solide dans cette thématique.

Ce cours va étre développé au fur et a mesure, lentement mais nchallah strement.



Chapitre 1

Rappel sur les cy-semigroupes dans les
espaces de Banach

1.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.1.1. Soit X un espace de Banach et soit (S(¢)) une famille d’opérateurs linéaires
bornés sur X. La famille (S(¢)),5, est dite un co-semigroupe sur X si les propriétés suivantes

sont satisfaites
I) Propriété algébrique de semigroupe
1. S(0) = Idx lopérateur identité sur X ;
2. Vty,ty € (0,400, S(t1 + t2) = Sy, .Sty
IT) Propriété topologique (de continuité forte)

3.Vx € X, ona lim ||S(t)r —z| = 0.
t—0

Remarque 1.1.1. La multiplication qui apparait dans la propriété représente la composition
des opérateurs linéaires bornés.

Remarque 1.1.2. Dans la propriété topologique, on écrit lim ou lim , c’est la méme chose
t—0 t—s0t

du fait que t € [0, +o0.

Définition 1.1.2. Soit (S(t)),s, une famille d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de

Banach X satisfaisant la propriété algébrique I). (S(¢)),s, est dite uniformément continue si
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l'application ¢ € [0, +oo[— S(t) € L(X) est continue, ceci est équivalent & dire que

lim [|S(t) — S(t')] =0, (1.1.1)

t—t’

Remarque 1.1.3. Dans la définition précédente, I’'ensemble [0, +o00[ est muni de sa topologie
usuelle induite par celle de R et £(X) est muni de la topologie de la convergence uniforme

sur la boule unité fermé (ou sur les ensembles bornés de X).

Proposition 1.1.1. Soit (S(t)):>o une famille d’opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach X satisfaisant la propriété algébrique I) qui est uniformément continue. Alors

(S(t))i>0 est un cyp-semigroupe sur X.

Preuve. La propriété algébrique est satisfaite par hypothese. Il suffit de montrer les pro-

priété de la continuité forte. On a

lim [|S(t) — S(t')]| = 0, (1.1.2)

t—t/

alors, si on remplace ¢’ par 0, on déduit que

lim [|S(t) — Idx| = 0. (1.1.3)
Maintenant, soit x € X, alors
0 <[[S(t)x —xf] <|S() — Tdx|[[|=]- (1.1.4)

Et donne si on prend la limite ¢ — 0, on obtient que
0 < lim [[S(t)z — z|| < lim ||S(¢t) — Idx]||||z|| = 0, (1.1.5)
t—0 t—0
et par suite
lim [|S(t)x — z|| = 0.
t—0

Lemme 1.1.1. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné sur X.
Alors la famille (S(t)),5, d’opérateurs linéaires borné sur X définie par S(t) = etA(t > 0)

satisfait la propriété algébrique et elle est uniformément continue
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“+oo
B tnAn

Remarque 1.1.4. Le fait que S(t) = e = — est un opérateur linéaire borné provient
n!
n=0
. . . AT : ,
du fait que S(t) est une limite de la suite U,, = E — dans L(X) (Pespace des opérateurs
n!

n=0
linéaires bornés sur X) et cette suite est en fait une suite de Cauchy dans £(X). En effet,

soit € > 0 donné et soient m,n € N avec m > n. Alors on a

m m m
thA® £ A*]| t]lA*
k=n+1 ’ k=n+1 ’ k=n-+1 ’
car [|A*]| < ||AJl".
<~ ] AK
D’autre part, comme la série Z o converge dans R et sa limite est le nombre réel
k=0 ’

positif efl4ll 1e critere de convergence de Cauchy pour les séries convergentes montre en fait
qu’il existe ny(€) un entier tel que pour tous m,n > ng, (n < m) on ait

"Ltk AR
k!

<€
k=n+1

et par suite
|Unm — Uynl|| < € pour m,n > ng(n <m)

et comme £(X) est un espace de Banach, alors e € £(X) pour tout t € [0, +o0l.

+o0 tkAk —+00 tkAk
Preuve. (du Lemme [1.1.1|) on a par définition ¢4 = s Idx + Z 7 e ci
k=0 k=1

donne S(0) = Idy. D’autre part, Vi;,ts € [0, +00[, on a
Sty + ty) = elitt)A = ghid ghed — (1)) S(t,)

et par suite la propriété algébrique est satisfaite.

Maintenant, on a

t"A tF)| A
I5(t) = Tdx]) = |3 = < %:etnAu_l_
k=1 k=1 '

et par suite par passage a la limite, on aura
0 < lim ||S(t) — Idx|| < lim (!4l — 1) = 0.
t—0 t—0

Ceci donne que
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Jim 5(2) ~ Zax| =0,

ce qui prouve le résultat.

Remarque 1.1.5. Dans la preuve du Lemme 1.1.1, on a utilisé en fait 1’équivalence suivante
/ 1 — / = 1 — =
.2 Jim, [15(6) = S()]) = 0 = Jim, |15(8) = Idx| = 0.

L’implication = a été prouvé au début de la preuve de la Proposition Maintenant
pour I'autre implication raisonnons comme suit : Si ¢ — ¢, alors t = ¢’ + h ou h — 0.

Dans ce cas

15(t) = SE =S + h) = SE)]
=[5(#)S(h) = SE)]
<SS (h) = Tdx]|

En passant a la limite, on a t — ¢’ est équivalent a dire que h — 0 et par suite

0< Tim [S(t) = SE)I| < [|SE) lim [|S(h) — Tdx, (1.1.6)

t—t/t

et on aura

lim_[|S(t) — S(¢)]| = 0.

t—st/t+

Maintenant si t — ¢/, alors t =t — h ou h — 0. Dans ce cas

1S(t) = S =15 =h
I
I
<|Is

(' =h) =S|

(' =h) = S((' =) + h)|
(t'=h) -

(t" = h)

N

N

t'—=h) = (Idx — S(h))|
St = mI(S(h) = Tdx)ll, (1.1.7)

et par passage a la limite, on trouve
0< lim [|S(¢) = S@)| < lim [|S(" = B)[I(S(h) — Ldx)|
t—st/ h—0
<M lim |[(S(h) — Idx)| = 0. (1.1.8)
h—0

Remarque 1.1.6. L’existence de M dans la preuve précédente vient en fait du fait suivant.

Comme
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lim [(S(h) — Idx)|| = 0,

h—0

par suite

Tim ([(S()] — 1) = 0.

Ceci montre que pour h suffisamment petit la fonction h — [|(S(h)]| est borné, désignons
par [0,d] un tel intervalle sur lequel ||(S(h)|| est majorée par exemple pour 1 + € et prenons
par exemple ¢’ — h dans un intervalle de la forme [B,t'[, B > 0. Alors, en faisant la division
euclidienne de chaque élément de U'intervalle [B, '] par «, on aura Vs € [B, t'], 3n. > 0 (entier)

tel que s = ang + v ou v €]0, o] et par suite

s

1S(s)]| = 1S (nsa + )| < IS (nsex[[ SN < [1S(e)

S (1.1.9)

Maintenant, ’ensemble des ny tels que s = nsa + v pour s € [B,t'] est un ensemble fini du
fait que U'intervalle [B,t'] est borné et par suite Vs € [B,t], on a ny € {0,1,....,ko}, ko € N,
par conséquent on aura

IS(s) < ,_max  (IS(@)F)(1+¢) = M (1.1.10)

Lemme 1.1.2. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné sur X.

Alors si ||A|| < 1, Uopérateur Idx — A est un opérateur linéaire borrné inversible (bijectif).

Preuve. Ilsuffit donc de trouver B linéaire borné sur X tel que (Idx—A)B = B(Idx—A) =
Id,. Alors, come A est linéaire borné sur X avec ||A|| < 1, la série 3., A" converge dans

L(X) et sa somme est un opérateur linéaire borné qu’on le note par exemple par B, il vient

que
400 “+o00 +oo
B(Idx — A) = (Z A”) (Idy — A) =) A" =) A" = Idx.
n=0 n=0 n=0
Aussi, on a
+oo +oo +oo
(Idy — A)B = (Idy — A) (Z A”) =Y AT A = Idy,
n=0 n=0 n=0

et par suite, I'opérateur Idx — A est un opérateur linéaire borné bijectif son inverse est

+0o0
B=>) A"
n=0
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1.2 Générateurs infinitésimaux de cjy-semigroupes

Définition 1.2.1. Soit (S(t)),5, un co-semigroupe sur un espace de Banach X et soit A

I'opérateur défini par

D(A) ={x € X tel que I'application ¢ € [0, +o0o[—> S(t)r € X

est différentiable a droite de 0} (1.2.1)

=(S(t)r)i=g

= la différentielle & droite de 0 de 'application ¢ € [0, +o00[— S(t)x € X pour z € D(A)
(1.2.2)

est dit le générateur infinitésimal du semigroupe (S()),s -
Remarque 1.2.1. En utilisant la linéarité des opérateurs S(¢) on constate que A est un
opérateur linéaire et D(A) est un sous-espace vectoriel de X.

Remarque 1.2.2. Soient U; et Uy deux ouverts de deux espaces de Banach respectivement
Ey et Ey et soit zg € Uy et f : Uy — Us une application. Il est a rappeler que f est
différentiable au point z( s’il existe une application linéaire continue (ou opérateur linéaire

botné) A,, de F; dans Ey tel que
f(zo+h) = f(xo) + Azy(h) + €(h) (pour h suffisamment petit)
ot €(h) = o(|[]).

Proposition 1.2.1. Soit (S(?)),5, une famille d’opérateurs linéaires bornés sur un espace

di Banach X satisfaisant la propriété algébrique I) et qui est uniformément continue. Alors

1 h
lim — / S(t)dt = Idy
h 0

h—0
Preuve. Comme (S(t)),5, est uniformément continue, alors Ve > 0,3d(¢) > 0 tel que Vt €

0,400, < d, on ait

15(t) — Tdx|| <e,
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et par suite, on aura

h 1 h
/ S(t)dt — / Tdydt
0 h 0

/ h(S(t) — Idy)dt

1 h
—/ S(t)dt — Idy =
h Jo

S= -

et en passant a la norme, il vient que

1 h
H—/ S(t)dt — Idx
h Jo

1 h

g—/ 1S(t) — Idy |dt
h Jo

<€

pour h < ¢, ceci donne le résultat.

Remarque 1.2.3. Il est a noter que pour le cas d’une famille uniformément continue (S(t)):>o,

h
I'opérateur / S(t)dt,h > 0 est I'opérateur linéaire borné sur X défini par
0

( /0 ' S(t)dt) v = /0 ' S(t)adt.

0

Aussi pour h = 0, on a / S(t)dt = 0. On verra plus loin pourquoi ce méme raisonne-
0

ment s’appliquera au cas des cg-semigroupes, tout revient a montrer I'uniforme bornitude

des normes de cette famille sur un intervalle de la forme [0, ¢],¢ > 0.

Proposition 1.2.2. Soit (S(t)),5, une famille d’opérateurs linéaires bornés sur un espace

de Banach X satisfaisant la propriété algébrique I) et aui est uniformément continue, alors

m / ™ S0yt = S(o).

iy |
Preuve. Il suffit d’adapter la preuve de la Proposition [I.2.2] et utiliser la Remarque [I.1.4

Proposition 1.2.3. Soit (5(t)),5, un co-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors

Vz e X.On a

1t
lim — [ S(t)zdt = .
h—0 0

Preuve. En effer, dans ce cas, soit z € X. Alors Ve > 0,35 = (¢, x) tel que Vt € [0, +00[,t <

d(e, x), alors

|1S(t)xr — z|| < e
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et par suite, on aura

I I I
— R < — —
Hh/o S(t)xdt h/o a:dtH < h/o |S(t)x — x||dt <e,

ceci prouve le résultat.

Proposition 1.2.4. Soit (5()),5, un co-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors, on
aVr e X.

. 1 ag+h
hlglo 7 /ao S(t)zdt = S(ap)x.
Preuve. soit x € X. Alors Vh > 0, il vient que
1 ag+h 1 h
—/ S(t)xdt = —/ S(ag + t)adt,
h « h 0

0

et par suite

1 Oc()-i-h 1 h 1 h
—/ S(t)xdt — —/ S(a)xdt|| < —/ IS (g + t)xS(aq)x||dt
h’ g h 0 h 0

h
<I1Staa)l [ 1502 = ol
< I1S(ao)le,

(il suffit de prendre ¢ = ;) pour h < § (voir preuve de la Proposition [1.2.3] ceci

15 (ao)l

prouve le résultat pour h > 0.

Par un méme raisonnement, on peut montrer le résultat pour h < 0 en se basant aussi sur

un raisonnement de type Remarque [I.1.4]

Remarque 1.2.4. Il est facile de voir que la Proposition [1.2.2| étend la Proposition [1.2.1] et

la Proposition étend aussi la Proposition [1.2.3] En effet, il suffit de prendre o = 0.
Maintenant, on définit le type d'un co-semigroupe (S(t);>0) sur un espace de Banach X par
inf{w € R tel qu’il existe M, > 1 satisfaisant ||S(¢)|| < M,e" "}

Remarque 1.2.5. le type d’'un ¢y-semigroupe est toujours un élément de I’ensemble [—o0, +00].

Rappelons ici le résultat classique d’analyse réelle

Lemme 1.2.1. Une suite réelle (x,,) converge vers [ si et seulement si limz,, = limz,, = .
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Ce lemme s’applique aussi au cas des notations lim, lim des fonctions au voisinage des points

ou & 'infini. Ici

limz,, = sup 1r>1£acn = sup {inf{zy, o, ...}, inf{zy, ...}, ... }
n> k
et
limz,, = inf sup z,, = inf {sup{zy, 2o, ....},sup{ws, ...}, ......}
k n>k k

Avant de donner une caractérisation du type d’un cp-semigroupe, on donne ici un lemme

préparatoire qui va jouer un role crucial pour cet objet.

Lemme 1.2.2. Soit f : [0, +oo[— R une fonction bornée sur les intervalles compacts de

0, +-00] satisfaisant

f(t1+1t2) < f(t1) + f(t2),Viq,t2 > 0.

Alors
inf 1) = lim 1)

t>0 ¢ t—r+oo

existe
Preuve. Soit ty > 0 arbitraire, alors par division de t par %y, il vient que
t =ngto + a,a € [0, 1]

D’autre part, le fait que f(t1 +t2) < f(t1) + f(t2) montre en fait que V l'entier p > 1, on a

f(pt) < pf(t) (on le montre par exemple par récurrence) et par suite, on aura

ft) _ flnto+a) _ fludo) | fla) _ fldo) | f(o)
t t - t t - Tltto ntto

1
——. De plus, d’apres ci-dessus, on a
nttg
f(n4to) < nf(to)  f(to)

TLtto - ntto to

1
(car le fait que t > nyty implique que n <

D’autre part, par hypothese f est bornée sur [0,¢y] donc, il va exister M tel que |f(«)| <

M, Vo € 0, tg], ga d'un coté et d’un autre coté, on a si t — +o0 alors n, —» +00, par suite

=0 _ f(t)

ot =
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Et comme ¢y €]0, +00[ est quelconque, alors

10y S0

hmt — <
BGA T to>0

= inf & <l /)

11m
to t>0 ¢ T o ot

(car la limite inf est toujours supérieure ou égale a 'inf). Maintenant, par application du

Lemme [1.2.2} on obtient le résultat suivant

Proposition 1.2.5. Soit (S(%))¢>0 un co-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors son

type wy est donné par

wy — it PUS@N - AS@N)

t>0 t  t—ta t

Preuve. Le résultat s’obtient par application de Lemme en prenant f(t) = In(|[S(t)]]).
En effet, le fait que 'application ¢ — ||S(¢)]| est bornée sur chaque intervalle de la forme
[0,¢] et la croissance de la fonction In sur |0, 4+o0o] montre que cette application est bornée

sur chaque intervalle compact de |0, +o0o[. De plus, on a

ft+t2) = WIS +t2)[]) <In(|SE)[) + In([[S(E2)]])
=In(||S(£1)S (%))
=f(t1) + [(t2) (1.2.3)
Remarque 1.2.6. Dans le cas ou le cp-semigroupe est nilpotent, c’est a dire il existe ty > 0

tel que S(t) = 0,Vt >ty (ici par 0 on note 'opérateur linéaire nul). Alors par application de

la formule ci-dessus, on conclut que son type wy est égale a —oo.

Le résultat suivant montre en fait 'unicité du générateur infinitésimal d’un cy-semigroupe.

Proposition 1.2.6. Soit (S(t)):>0 un cp-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors son

générateur infinitésimal est unique.

On suppose que A et B sont deux générateurs infinitésimaux du co-semigroupe (S(t))i>0
avec A # B. Alors on a ou bien D(A) # D(B) ou bien Az # Bz pour un certain z si
D(A) = D(B). Mais par définition

t —
D(A) = {:L" € X tel que lim St —w existe} (1.2.4)
t—0 t

et
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D(B) = {ZL‘ € X tel que tlimow existe} (1.2.5)
Ceci montre que D(A) = D(B).

D’autre part, par définition de I'image Ax et Bx pour x € D(A) = D(B), on a

Axr = Bx = limM

t—0

(x € D(A) = D(B)) (1.2.6)
Ceci prouve que Az = Bx pour tout x € D(A) = D(B), ce qui est une contradiction.

Le théoreme suivant donne en fait une correspondance entre les opérateurs linéaires bornés et
les générateurs infinitésimaux des familles (S(t));>9 d’opérateurs linéaires bornés satisfaisant

la propriété algébrique I) qui sont uniformément continues.

Théoréme 1.2.1. Soit X un espace de Banach et soit B un opérateur linéaire sur X. Alors
A est un générateur infinitésimal d’une famille (S(t));>o satisfaisant la propriété algébrique

I) et qui est uniformément continue si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve. Si A est linéaire borné sur X. Si on définit la famille (S(¢));>0 par

100 npn
S(t):etA:Zt?;l |
n=0 ’

Alors d’apres le Lemme [L.1.], (S(¢));>0 satisfait la propriété algébrique I) et de plus, elle est

uniformément continue. De plus, en utilisant un calcul analogue a celui utilisé dans la preuve

du Lemme [1.1.1] il vient que

S(t) — Idx
t

o< - 4 < 1anise) - rasl, (127)

et en faisant tendre ¢ vers 0, on constate que

. ||S(t) — Idy ,
0< tim | S ZIEC < ) pim 15(0) ~ 1. (1.2.8)
Comme (S(t))¢>0 est uniformément continue alors 1tlimo |S(t) — Idx|| = 0 et par suite
—
S(t) —Idx AH _0
t—0 t
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S(t) — Idx

et donc on conclut que lim = A. Cette limite est dans 'espace des opérateurs

t—0
linéaires bornés. Maintenant, comme la convergence uniforme entraine la convergence simple,

il vient que

Vre X, ona lim

t—0
et A est le générateur infinitésimal du co-semigroupe (S(t)):>o.
Maintenant soit (S(t)):>o une famille d’opérateurs linéaires bornés sur X satisfaisant la pro-
priété algébrique I) et qui est uniformément continue. On se donne € > 0, il est facile
d’observer que si B est un opérateur linéaire borné bijectif alors eB est aussi un opérateur

1
linéaire borné bijectif et I'inverse est aussi vrai (en multipliant e B par —). Fixons maintenant
€

1 0
e > 0 suffisamment petit, alors la Proposition [1.2.1f montre que |[/dx — 5/ S(t)dt]| < €
0

pour un certain 6 < 7. Prenons ¢ = 1. Alors, on aura l'existence d'un certain B > 0 tel
(0%

que [[Idx — — [ S(t)dt|| < 1 pour un certain o < B. Fixons maintenant oy < B, alors

@ Jo
1 [ 1 [0
I Idx — —/ S(t)dt|| < 1. Ceci montre que l'opérateur — S(t)dt est un opérateur
Qo Jo

Qo Jo
1 [ 1 [
linéaire borné bijectif car — S(t)dt = Idx — (Idx — — S(t)dt) et il suffit d’utiliser
Qo Jo Qo Jo
1 (o) g
le Lemme |1.1.2| De plus, comme — S(t)dt est linéaire borné bijectif alors / S(t)dt
Qo Jo 0

est un opérateur linéaire borné bijectif. D’autre part, on a
1 @0 1 [ 1 [
—(S(h) — ]dX)/ S(t)dt :—/ S(h +t)dt — —/ S(t)dt
h 0 h Jo h Jo

1 h+ag 1 )

@0
Le fait que / S(t) est un opérateur linéaire borné bijectif, alors il vient que
0

%(S<h) ~Idy) = % < /h T Syt — /0 h S(t)dt) ( /0 h S(t)dt) - (1.2.9)

Mais par la relation de Chasles, on a
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/ e S(t)dt — / / S(t)dt + / e S(t)dt — { / hS(t)dtJr / h S(t)dt}
h hh+a0 g - 0 h
/ t)dt — /0 S(t)dt

(1.2.10)

et donce

%(S(h) ~ Idy) = % ( /h T S /0 hS(t)dt) ( /0 h S(t)dt)_l.

En passant a la limite et en utilisant la Proposition [1.2.2) et la Proposition [I.2.1] il vient que

lim S =14 g0y ) (/a S(t)dt) - (1.2.11)

h—0 h
Il est a noter que cette derniere limite est dans ’espace des opérateurs linéaires bornés sur X
ag —
et elle est égale a 'opérateur linéaire borné (S(ap) — Idx) ( / S (t)dt) . De plus comme
0

la convergence uniforme entraine la convergence simple, il vient que Vo € X

tim ST 500y - 1dy) (/Oa S(t)dt)_ (2). (1.2.12)

h—0 h

et par suite le générateur infinitésimal de (S(t))¢>o est I'opérateur linéaire borné (S(cyg) —

Idy) < /0 b S(t)dt) -

Lemme 1.2.3. (classique en topologie) Soit (X,d) un espace métrique compact et soit
f + X — R une application réelle continue alors f est bornée et atteint sa borne inférieure
et supérieure, en d’autres termes, IM > 0 tel que sup|f(z)| < M. De plus, Jzg € X et

zeX
dr, € X tels que

[f(wo) = inf f(x) = min f(x),

zeX zeX

et

f(x1) = sup f(z) = max f(z),

zeX xeX
Remarque 1.2.7. On rappelle que le produit cartésien fini d’espaces métriques compacts

est un espace métrique compact, on peut le munir par exemple de I'une des ditances usuelles
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équivalentes dy, dy ou ds telles que

dr (21, oos )y (Y1 oy Yn)) :Z |y — ] (1.2.13)

Ay (21, oos )y (Y1 ooy Yn)) = <Z |y — m?) (1.2.14)
ds((z1, oy Tn)y (Y1, ooy Yn)) = max(|y; — x4]) iy (1.2.15)

Remarque 1.2.8. En tenant compte de la remarque précédente, on déduit que Vi; €
0, +00[ et Yty € [0, +00], I'ensemble [0,%;] x [0,%s] est un ensemble compact de I’ensemble

0, +00[% [0, +00].

Le théoreme suivant montre I'unicité d’une famille d’opérateurs linéaires bornés satisfaisant la
propriété algébrique I) et qui est uniformément continue engendrée par un opérateur linéaire

borné A.

On rappelle ici le résultat classique suivant

Proposition 1.2.7. Soient (X7, d;) et (Xs, d2) deux espaces métriques et soit (1, z5) € X X
Xy, Soient f;: X7 — Ret fy : X9 — R deux applications réelles continues respectivement

en r; et en xy. Alors 'application

he(Xy x Xo,d) — R
(2,y) — h(z,y) = fi(2)fa(y)

est continue au point (z1, z9) (Ici d est I'une des 3 métriques définies dans la Remarque .

Le théoreme suivant montre en fait 1'unicité de la famille d’opérateurs linéaires bornés
(S(t))i>0 sur un espace de Banach satisfaisant la propriété algébrique I) et qui est uni-

formément continue.

Théoréme 1.2.2. Soient (S1(t))i>0 et (S2(t))i>0 deux familles d’opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Banach satisfaisant la propriété algébrique I) et qui sont uniformément

continues. Si
. Si(t) — Idy
lim ——=—

t—0 t t—0 t

alors Sy (t) = So(t),Vt > 0.

, (1.2.16)
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Preuve. Comme I'ensemble [0, a]x [0, a] = [0, a]? est un compact de I'ensemble [0, +00[X [0, +00]
(voir la Remarque[L.2.7)) et chacune des applications ¢ € [0, +oo[— [|S1(¢)] et ¢ € [0, +oo[—>
|S2(t)|| sont continues ( car la continuité des applications ¢ € [0, +oo[—> S1(t) € L(X) et
t € [0, +oo[— S2(t) € L(X) entraine la continuité de celles indiquées ci-dessus) et par suite
pour tout v > 0, il va exister une constante M > 0 telle que ||S1(t1)]|[|S2(t2)|| < M pour
tous t1,ts € [0,7]? (voir lemme classique de topologie). On se donne € > 0, alors il va exister

0 > 0 suffisamment petit tel que

< pour 0 <h <9 (1.2.17)

Si(h) — Idx  Ss(h) — Idx
yM

h B h

e

smH e
h

t
Soit maintenant 0 < ¢ < 7, on peut toujours trouver n suffisamment grand tel que — < ¢.
n

Tout d’abord, on va utiliser une technique de retranchement de termes. En effet, on a

(k + 1)t

i =3 [sutta =252 = 5000 - - s LD

k=

_Sy()Idy — S (P Lp syt )t sl 1t)52(%) b= 50050,

Par suite, en utilisant le fait que la norme de la somme est inférieure ou égale a la somme

des normes, il vient que

|
—

n

151(8) = S2 (D) =

(]

[Sl((n—k) )52<k?t) Sl(m_k_l)%)SZ((k:—;l)t)}

=3 | [sut00 - 018 = i = k- 0 s
) (1.2.18)
D’autre part, on a Si((n —k)L) = Sl((n —k- Ut)&(%) et Sg(<k + 1)t) = SQ(%)SZ(%)

En utilisant ce fait, il vient que

151()

s o

Mnet
<
~ M~n

t
<e (carsi te€[0,7] alors —<1)
Y

5i2) - 5] 15D
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et comme € > 0 arbitraire alors Sy (t) — Sy(t),Vt € [0,7] et donc Si(t) = Sa(t),Vt € [0,7].
Maintenant V¢ > ~, on utilise la division, il va exister n; > 1 tel que ¢t = nyy + B (ou
B € [0,7]) et par suite Si(t) = Si(nyy + B) = Si(nyy)Si(B) = [S1(7)]™S1(B). Comme
S1(B) = S3(B) et Sy(y) = Sa(7), il vient que [S1(7)]™ = [S2(7)]™ et par conséquent, on aura
S1(t) = [S1(7)]™[S1(B)] = [S2(7)]"[S2(B)] = Sa(t), ceci prouve le résultat.

Le résultat suivant donne quelques propriétés concernant la familles d’opérateurs linéaires
bornés satisfaisant la propriété algébrique I) et qui sont uniformément continues, l'une des
propriétés fondamentales est la commutativité avec le générateur (qui est un opérateur linéaire

borné d’apres le Théoreme [1.2.1)).

Proposition 1.2.8. Soient (S(t)):>¢ une famille d’opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach X satisfaisant la propriété algébrique I) et qui est uniformément continue. Alors

1. Tl existe un opérateur linéaire borné A tel que S(t) = '

2. Jw > 0 tel que [|S(t)|| < e

3. L’opérateur A dans 1 est le générateur infinitésimal de la famille (S(t));>0 et il est

unique.

4. L’application t — S(t) € L(X) est différentiable sur |0, +o0o[ et & droite de 0 et on a
S(t)A = AS(t).

Preuve.

1. Montrons 1 et 3 a la fois. On a si A est le générateur infinitésimal de (S(t));>0, alors

. S(t) - Idy , ~ X AT _
A = lim — D’autre part, si on note par S(t) = e!4 = Z T cette famille
satisfait la propriété algébrique I) et elle est unformément conTtLiZIfue ( voir le Lemme
1.1.2)). De plus, A est le générateur infinitésimal de S (t), en appliquant le Théoreme
il vient que S(t) = S(t),Vt € [0, +oo[ et I'unicité de A vient en fait de I'unicité

du générateur dans ce cas (voir Proposition [1.2.1]).

“+o00 —+o00
A" "
tA n _ StlAl
2. Montrons 2, on a ||S(t)|| = [|e"}] = || D | < 5_0 n'HAH =e (il suffit de

prendre w = ||A).
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. S(t+h)—=St) . ( B .
3. OnaVt >0, hlino ; = hlgloS(t)f = S(t)(hlino ;
S(t)A

D’autre part, on a S(t)(S(h)—Idx) = (S(h)—Idx)S(t) car S(t)S(h) = S(t+h) = S(h+t) =
S(h)S(t) et d'un autre coté S(t)Idx = IdxS(t) = S(t). Ceci entraine que

lim S@S(h) — Idx) _ lim (—S(h) _MX) S(t) = AS(t),

h—0 h h—0 h

et par suite, on a

On énonce maintenant le théoreme de Banach-Steinhauss qui est I'un des théoremes fonda-

mentaux d’analyse fonctionnelle.

1.2.1 Théoréme de Banach-Steihauss

Soit £ un espace de Banach et soit Fy un espace normé. On note par L(E, Es) 1'espace des
opérateurs linéaires bornés (ou applications linéaires continues) de F; dans Fs. Soit H un

ensemble non vide de L£(F1, E»). Alors on a 'alternative suivante
1. 3M > 0 tel que VT € 1, | T|| < M;

2. Jxg € E) tel que sup{||Tzo||,T € H} = +o0.

Théoréme 1.2.3. Soit (S(¢)):>0 un cop-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors il va

exister deux constantes w € R, M > 1 tels que

|S(t)]| < Me™ pour tout 0 <t < oo (1.2.19)

Preuve. Tout d’abord, on va montrer qu’il va exister a« > 0 tel que [|S(¢)|| est borné
Vt € [0, a]. Dans le cas contraire, il va exister une suite (¢,), C [0,4o00] avec nirgoo t, =0
et ||S(t,)|| > n. Par application du théoréme de Banach-Steinhauss, on voit que 1 n’est pas
vérifiée, donc nécessairement c¢’est 2 qui est satisfaite et par suite, il va exister xg € X tel que

sup{||S(t,)zol|,n > 1} = +o0. Mais le fait que (S(¢))>0 est un cyp-semigroupe montre que

lim S(t)xo = xo.

t—0
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En particulier,

lim S(tn)fﬂo = Xyp-
n— +0o0

Par suite la suite {||S(t,)zo||,» > 1} est bornée ( car chaque suite convergente est bornée)

et par suite sup{||S(t,)zoll,n > 1} < +00, ce qui est une contradiction, donc
Ja >0 tel que [|S(t)]| < M,Vt € |0, ql.

1
Ici M > 1 car S(0) = Idx. Maintenant, on pose w = — In M. Maintenant, si t > «, alors on
a

utilise la division de ¢ par «, il vient que
t=nx+0d ot €0,
et par suite, en utilisant la propriété du semigroupe, il vient que
S(t) = S(nya + 6) = S(nga) + S(0) = [S(a)]™S(9)
et donc

IS NS @ MIS@ < NS (@)™ 1S6)]| < M.M™ = M"H
<M.M«

t
car — > ny, mais M« = ea ™M = ¢ et donc ||S(t)|| < Me*. Ceci prouve le résultat.
oY

Remarque 1.2.9. On a vu que la preuve du théoreme précédent est basée sur le théoreme
de Banach-Steinhauss, ce théoreme est d’une utilité majeure, il montre en fait comment
d’une bornitude ponctuelle, on passe a une bornitude uniforme, comme application de ce
théoreme, on montre que la limite simple d'une suite d’opérateurs linéaires bornés entre
espaces de Banach est aussi un opérateur linéaire borné, ce qui n’est pas vrai dans le cas
général des applications, il suffit par exemple de prendre sur Uintervalle [0,1] la suite de
fonctions f,(x) = 2™, n € N, on sait bien que cette suite converge simplement vers la fonction

f(a:):{ 0 si;zel0,1]

1 si.x=1
qui n’est pas continue au point x = 1.

Remarque 1.2.10. Il est facile de voir d’apres la preuve du Théoreme que la condition

w € R peut étre remplacée par w > 0.
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On se donne un cy-semigroupe (S(t));>o sur un espace de Banach X et soit + € X. La
proposition suivante montre la continuité de application ¢ € [0, +0o[— S(¢)x. On rappelle
que la continuité de cette application au point 0 est assurée par la condition 3 concernant la

forte continuité d’un co-semigroupe.

Proposition 1.2.9. Soit (S(t));>0 un cp-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors

Vo € X, I'application t — S(t)x est continue de [0, +oo[ dans X.

Preuve. Soient ¢, h € [0,400[. En utilisant la Théoreme [1.2.3, on a
15(to + h)x — S(to)z|| < [|S(tol[[[S(h)x — || < Me*™
et par passage a la limite h — 0, il vient que hlimo |S(to + h)x — S(to)z| = 0. D’autre part,
H
soit h € [0, +oo[ avec ty > h. Alors
15(to = h)x = S(to)z|| <[[S(to = M)[[|S(h)z — =]

<Me* M| S(h)z — x|
<Me“™|S(h)x — z||.

Car la fonction exponentielle est croissante et ty — h < ty avec le fait que w peut étre choisi

positif voir Remarque [1.2.10} et par passage a la limite pour h — 0, il vient que
lim ||[S(to — h)x — S(to)z|| =0
h—0

et donc en fait, on a montré la continuité a droite et a gauche de ty de l'application t €

[0, +00[— S(t)x, ce qui prouve le résultat.

Le résultat suivant établit des formules (relations) fondamentales entre le co-semigroupe et

et son générateur.

Théoréme 1.2.4. Soit (S(t)):>0 un co-semigroupe sur un espace de Banach X et soit A son

générateur infinitésimal. Alors

t
l.Vze X ona / S(s)xds € D(A) et
0

A ( /0 t S(s)ds) = Stz — (1.2.20)
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2.V € D(A), S(t)x € D(A) et
d

E(S(t)x} = AS(t)x = S(t)Ax (1.2.21)

3. Yz € D(A), t t
S(t)x — S(s)z :/ S(r)Axdr :/ AS(r)xdr (1.2.22)

S

Preuve. Commengons a prouver tout d’abord D'assertion 1. Soit z € X et h € [0, +0o0].

Alors

s e =

et par passage a la limite h — 0, on obtient

1"
hlgloﬁ[/ S(s xds} =S(t)x et hlgloﬁl/o S(s)xds-x}

(voir Propositions et [1.2.4)), par suite

i (22525 ([ s

¢ ¢

existe et égale a S(t)r — x, ceci montre que / S(s)xds € D(A) et A (/ S(s)xds) =
0 0

S(t)x — .

Pour montrer 2, il faut raisonner dérivée a droite et dérivée a gauche. On a pour z € D(A)

et h >0,
S(h) — Idy S(h) — Idy
SO i) = st () @

(ici, on a utilisé la propriété algébrique du co—semigroupe et le fait que les opérateurs de la

famille (S(t)):>0 commutent entre eux et qu’il sont linéaires)

Par passage a la limite (pour h — 0) et en utilisant la continuité des opérateurs S(¢), il

vient que
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d

E(S(t)ac) = AS(t)x = S(t)Ax.

Passons maintenant a la dérivée a gauche, on a par définition

dwuﬂ%:mn(swx—SG—hn)‘

E h—0 h

D’autre part, on a

S(t)r — S(t — h)x
h

S(h)x —x
h

—S@Ax:S@—M[ —A4+S@—th—S@Am

De plus, on a [|S(t — h)|| est borné sur chaque intervalle de la forme [0, A], (A > 0) (voir
Théoreme [1.2.3]) et donc par passage a la limite (h — 0), on obtient
S(h)x —
th@—M{JJz—E—A4:O
h—0 h
Aussi, la continuité de I’application ¢ € [0, 4+o00[— S(t)z montre que hlimo S(t — h)Ax =
H

S(t)Az et par conséquent,

lim [S(t)x —St=hz S(t)Ax} = 0.

Ceci montre que

= S(t)Ax = AS(t)x.
Maintenant, on va démontrer ’assertion 3. On a d’apres 2,
S(r)Az = i(S(r)x)
Cdr '
On aura

S(t)x — S(s)x = / S(r)Axdr = / —(S(r)z)dr = S(t)x — S(s)x.

Ceci prouve le résultat.



Chapitre 2

Eléments de la théorie spectrale des
opérateurs linéaires non-bornés

2.1 Quelques rappels sur la théorie des opérateurs linéaires
non-bornés

Définition 2.1.1. Soient X; et X, deux espaces de Banach et soit 7" un opérateur linéaire

de domaine D(T") C X; dans X5. Alors T est dit a domaine dense si D(7") = X;. Ceci revient

a dire que Yz € Xy, I{x, }o>1 C D(T) telle que lir£1r x, = x (dans X7).
- n—-—+oo
Exemple 2.1.1. Soient X; = X5 = La(R) l’espace des fonctions a carrés intégrables sur R

%
muni de sa norme usuelle, c¢’est a dire || f||2 = (/ ]f(x)|2da:) Vf e Ly(R).
R

D(T) = CYR) est l'espace des fonctions de classes C* sur R avec T(f) = f' pour f €
D(T). Alors T est a domaine dense, en effet, si on note par D(R) l’espace des fonctions

indéfiniment dérivables a supports compacts dans R, alors D(R) est dense dans Ls(R). De

plus, D(R) C C*(R) C Ly(R) et par suite C1(R) = D(T) est dense dans Ly(R).
Définition 2.1.2. Soient X; et X, deux espaces de Banach et soit T" un opérateur linéaire
de domaine D(T') C X; dans X,. Alors le graphe de T noté G, (T) est défini par

G (T)={(z,T(z)) € X1 x Xy avec z € D(T)}.

Définition 2.1.3. Soient X; et X5 deux espaces de Banach et soit T" un opérateur linéaire de
domaine D(T) C X, dans Xs. Alors T est dit fermé si G,(T) est fermé dans X; x X, (muni
de la topologie produit induite par 'une des 3 normes équivalentes usuelles ( voir Remarque

2.7
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Proposition 2.1.1. Soient X, et Xy deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire
de domaine D(T) C X, dans Xs. Alors T est fermé si seulement si pour toute suite (x,,)n>1 C

D(T), si x, — = dans Xy et Tx, — y dans Xs. Alors x € D(T) et Tx = y.

Preuve. On suppose que T est fermé, alors d’apres la définition m, G, (T) est fermé dans
X x Xs. Supposons que (2,)n,>1 C D(T') et x,, — = dans X, et Tx,, — y dans X», alors,

on a (z,,Tr,) — (z,y) dans X; x X;. En effet, on a

[(@n, Trn) = (2 9) || = [[(@n = 2, Ten = y)xixx0 = 20 = 2llx; + [T20 = yllx,

(on a choisi ici par exemple la norme produit est égale a la somme des normes des facteurs). 11
est clair que si z,, — z dans X; et T'z,, — y dans Xs, alors ||z, — z|| — 0(n — +00) et

lim ||Tz, —y| = 0 et par suite lim ||(z,, Tx,) — (2, 9)]| x,xx, = 0, ce qui est équivalent
0 n—>

n—--+ +00 ||

au fait que lim x,,Tx,) = (z,y). Mais G,.(T) est fermé et (z,,Tx,) € G.(T) et donc

n—s+00
(x,y) € G.(T), ;ar suite z € D(T) et y = Tx.

Inversement, on suppose que pour toute suite (z,,),>1 C D(T) si z,, — = et Tx,, — y, alors
x € D(T) et Tx = y implique que T est fermé. On va utiliser le raisonnement par suites. Soit
(Xn, TTp)n>1 C Go(T), si (zp, Tx,) — (z,y) dans X; x Xy, alors nécessairement x,, — x
dans X; et T'z,, — y dans X,. D’apres I'hypothese, on a € D(T) et Tz = y, ceci montre
que (z,y) € G,.(T') et par suite G, (T) est fermé dans X; x X, et par suite 7" est fermé.

Donnons a présent quelques résultats préparatoires concernant les opérateurs fermés qui vont

étre utiliés dans la suite

Proposition 2.1.2. Soient X et Xy deux espaces de Banach et soit T" un opérateur linéaire
fermé de domaine D(T) C X dans Xs. Alors (D(T), ||.||c,) est un espace de Banach ot ||.||q,

est la norme du graphe définie par

lzlle, = llzll + [IT=]].

Preuve. Montrons que (D(T),||.||g,) est un espace normé
1. On a ||z]|g, = 0 <= ||z|| = 0 et || Tz|| = 0 et par suite x = 0.

2. Ona VA € G |Azlle, = Al + T2 = A (lzll + [[T2]) = Mlllzlle, (car T est

linéaire).
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3. Vxy1,290 € D(T), on a

lz +ylla, =llz+yll +|T(x+y)|
=l|z +yl| + [Tz + Ty||
<zl + 1 T=]) + ([Jyll + 1Tyl

=llzlle, +1ylle,-

Par 'utilisation de l'inégalité triangulaire.

Maintenant, soit {z,} C D(T) telle que z,, est une suite de Cauchy pour la norme ||.||g, .
Montrons qu'il existe x € D(T) tel que z,, — z pour la norme ||.||g,. Alors, on se donne

e > 0, donc il existe ng(e€) tel que
Vn,m > ng(e)(n <m) onait ||z, — Twlla, = |1Tn — Tl + |T(20 — 2m)|| < €

et donc la suite {x,} est de Cauchy dans X et par suite, il existe z € X; tel que z,, — x
dans X;. Aussi, on a ||T(x, —xm)|| = ||Tx,—Txn|| < €et donc la suite (T'(x,,)) est de Cauchy
dans X5 et comme X, est un espace de Banach, alors il existe y € X5 tel que Tz, — v,
mais T est fermé, donc d’apres la Proposition , x € D(T) et Tx =yetdeplusz, —

pour la norme du graphe ||.|g,.

Proposition 2.1.3. Soient X et X5 deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire
de domaine D(T) C X, dans Xs. Alors T est un opérateur linéaire borné de (D(T), ||.||lc.)
dans Xs.

Preuve. On aura ||Tz|| < ||z||+||T| = ||z]q,, Yz € D(T) et par suite, on a | Tz|| < ||z q,,

ceci montre le résultat.

Proposition 2.1.4. Soient X et X5 deux espaces de Banach et soit T" un opérateur linéaire
de domaine D(T) C X, dans X5 et soit B linéaire borné de Xy dans Xy. Alors T est un

opérateur fermé si et seulement si T + B est fermé.

Preuve. Soit 7 linéaire et B borné, montrons que 7'+ B est fermé. Tout d’abort D(T+B) =
D(T) X, = D(T). D’autre part, soit (x,), une suite dans D(T + B) = D(T) telle que
x, — x dans X; et (T'+ B)x, — y. Montrer que (T + B)x = y.
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Comme B est linéaire borné, et comme x,, — x donc Bz, — Bx et par suite, le fait que
(T + B)x, — y montre que Tx,, — y — Bz, par suite la ferméture de T implique que
Tz =y — Bz et donc (T + B)x =y, ceci montre la premiere implication. Inversement, si on
écrit

T=(T+B)—-B=A-1B
en posant A =T + B, alors si T + B est fermé donc A est fermé et B borné, donc —B est

borné et par suite A — B est fermé par application de la premiere implication et donc 7" est

fermé.

Proposition 2.1.5. Soient X et X5 deux espaces de Banach et soit T" un opérateur linéaire
de domaine D(T) C X, dans X,. On suppose T injectif, alors T~ de domaine Im(T)
(limage de T') est un opérateur linéaire fermé.

Preuve. Comme T est fermé, alors G,.(T) = {(z,Tx)/xz € D(T)} est un ensemble fermé
dans X; x Xy. Mais G.(T™') = {(y, T (y))/y € Im(T)} = h(G,.(T)) ot

h:X1XX2—>X1XX2
(:Ev y) — (y7 :B)

qui est un homéomorphisme et comme I'image d’un ensemble fermé par un homéomorphisme
est un ensemble fermé, il vient que G,.(T~') = h(G,(T')) est fermé dans X; x X, et par suite

T=1: Im(T) — X, est un opérateur linéaire fermé (on n’a pas démontré la linéarité car elle

est triviale)

Maintenant, pourquoi on s’intéresse précisément a cette classe d’opérateurs, tout d’abord, on
va rappeler quelques outils de la théorie spectrale. Soit X un espace de Banach et soit A un
opérateur linéaire de domaine D(A) sur X(A : D(A) € X — X). On appelle I'ensemble

résolvant de A et on le note par p(A) le sous-ensemble du plan complexe C défini par
p(A) = {\ € C,\Idx — A est bijectif avec (A dx — A)~! linéaire borné sur X}.

L’intérét des opérateurs linéaires fermés provient en fait du lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) sur X. Alors si p(A) # 0,

alors A est fermé.
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Preuve. Si p(A) # 0, alors il va exister au moins Ay € p(4) tel que (M\gldy — A)7! est
un opérateur linéaire borné sur X. D’autre part, comme (A\Idx — A)~! est borné, alors il
est fermé (en fait, on montre que chaque opérateur linéaire borné est fermé), aussi comme
cet opérateur est injectif par application du Lemme , il vient que (Agldx — A) est un

opérateur fermé de D(A) = Im(Agldx — A)~! dans X et par application de la Proposition
il vient que A est fermé.

Remarque 2.1.1. Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) sur un espace de Banach

X. Alors si A n’est pas fermé alors p(A) = 0.

Le spectre d'un opérateur linéaire fermé de domaine A sur X est 'ensemble C\p(A) noté par

a(A).
Théoreme classique d’analyse fonctionnelle

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) sur un espace de Banach X. Alors 'ensemble
p(A) est un ouvert du plan complexe C et par suite son spectre o(A) est un sous-ensemble
fermé du plan complexe C. De plus, si p(A) # () alors I'application A € p(A) — (Mdx —
A)™t e L(X) si p(A) # 0 est une application analytique (holomorphe).

Remarque 2.1.2. Par application analytique A € p(A) — (Mdx — A)~! € L(X), on veut
dire que Y\ € p(A), il va exister €, > 0 tel que VA € D(Ag,€5,) CC, on a

—+00

FO) = Mdx =A™ = cn(A=o)"

n=0

(Moldx — A)~H)™
n! '

ol ¢, est un opérateur linéaire borné Vn > 1, ¢, =

Maintenant, on énonce le résultat sur 'idendité de la résolvante qui joue un role crucial, no-
tamment en ce qui concerne la conservation des résultats de compacité ou de faible compacité

par des arguments d’analyticité.

Proposition 2.1.6. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné

avec p(A) # ¢, alors YA, \a € p(A), on a

R(/\l, A) - R()\Q,A) - (/\2 - /\1)R()\1, A)R()\g, A) (211)
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Preuve. 1l est facile de voir que YAy, A; € p(A), on a

R(M, A) = R(A2, A) =R(M, A) [(Aeldx — A) — (Mldx — A)| R(As, A)
“R(A, A) [ — A dx] ROw, A)
=y — A\ )R(A1, A)R( N2, A).

Corollaire 2.1.1. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné
avec p(A) # ¢. On suppose qu’il existe N\g € p(A) tel que (\gldx — A)~! est compact sur X,
alors YA € p(A), on a (Mdx — A)~! est compact.

Preuve. Le résultat se déduit par application de 'identité (2.1.1)) en remplagant A; par A

et Ay par A.

Corollaire 2.1.2. Soit X un espace de Banach est soit A un opérateur linéaire non borné
sur X avec p(A) # ¢. On suppose que B € L(X) avec (\oldx — A)™'B est compact pour un
certain \g € p(A), alors on a (\dx — A)™'B est compact pour tout A € p(A).

Preuve. Ce résulat se déduit en composant a droite I'identité (2.1.1)) par B et en remplacant

A1 par A et Ay par .

Corollaire 2.1.3. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné
sur X avec p(A) # ¢. On suppose qu’il existe \g € p(A) tel que (\gIdx — A)~! est faiblement

compact sur X, alors Y\ € p(A), on a (\Mdx — A)™! est aussi faiblement compact.

Corollaire 2.1.4. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné
sur X avec p(A) # ¢. On suppose que B € L(X) avec B(A\gIdx — A)™! est compact pour un
certain g € p(A), alors B(AMdx — A)™! est compact pour tout X € p(A).

Corollaire 2.1.5. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné sur
X avec p(A) # ¢. On suppose que B € L(X) avec (\gIdx — A)"'B est faiblement compact
pour un certain Ao € p(A), alors (A\ldx — A)™' B est faiblemnt compact pour tout \ € p(A).

Corollaire 2.1.6. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire non borné sur
X avec p(A) # ¢. On suppose que B € L(X) avec B(A\gIdx — A)™! est faiblement compact
pour un certain \g € p(A), alors B(A\Idx — A)™! est faiblemnt compact pour tout X € p(A).
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Remarque 2.1.3. Les résultats des Corollaires[2.1.2] [2.1.4] [2.1.5| et [2.1.6| ne restent pas vrais

si on suppose qu’il existe un entier ny, > 1 tel que
[(Noldx — A)~1B]™0
est compact (faiblement compact) ou
[B(AoIdx — A)~1]"0

est compact (resp. faiblement compact) car dans ce cas, il n’y a aucune raison pour que
lopérateur [(Aldy — A)~t B]™o—[(AgIdx — A)~1B]" soit compact, dii & la non-commutativité
des opérateurs.

Le théoreme suivant montre en fait que la classe d’opérateurs linéaires fermés a domaines

denses sur un espace de Banach est assez large, elle contient en particulier celle des générateurs

infinitésimaux de cy-semigroupe sur cet espace de Banach.

Théoréme 2.1.1. Soit X un espace de Banach est soit (S(t))i>0 un co-semigroupe sur X.

Alors son générateur A est fermé a domaine dense sur X.

I

Preuve. Soit x € X, alors si on note par z,, la suite définie par z, = t_/ S(t)xdt, on
n Jo

t, — 0, alors d’un coté, le Théoreme montre que x,, € D(A) et de plus la proposition

2.1.4] montre aussi que lir& x, = x et ceci montre que D(A) est dense sur X. Montrons
n—-—+oo

maintenant la fermeture de A. Soit (x,,) C D(A) et xz,, — « dans X et Az, — y, alors on

a
b d
S(t)x, — x, :/ —S(s)xpds
0

ds
t
/ S(s)Ax,ds
0

(voir Théoreme [1.2.4)). D’autre part, comme Az,, — y alors linl |Az,, — y|| = 0. De plus
n—--—+oo

HAS@M%%—AS®W%:ﬂAS®M%—w%H
SA!W@XAm—yM%

t
SA!W@NWAw—yM%
S tMtHAwn - y”
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et par passage a la limite, il vient que

t
/ S(s)Axpds —>/ s)yds
0

et par suite, par passage a la limite (n — 400), on obtient que

S(t)yr —x = /0 S(s)yds

Maintenant, en divisant sur ¢ > 0, il vient que

S(t)u: —z (% /Ots(s)ds> ) = %/OtS(s)yds

et par passage a la limite (t — 0), on déduit que
Ar =y
Ceci prouve le résultat.

Définition 2.1.4. Soit (S(t))i>0 un co-semigroupe sur un espace de Bannach X. Alors (S(t)):>0

est dit un ¢p-semigroupe de contraction si ||S(¢)]| < 1,Vt > 0.

Remarque 2.1.4. 1l est facile de constater que si (S())i>0 un co-semigroupe de contrac-
tions alors son type w est un élément de l'intervalle [—oo, 0], en effet, on a dans ce cas
In [|S()|| )|| . Inl

w = lim < lim —— = 0, par l'utilisation de la croissance de la fonction
t—+o00 t t—+oo

logarithmique sur 'intervalle [0, +o0o[ et par suite w € [—o0, 0].

Le théoreme suivant di a E. Hille et K. Yosida dans les années 40 et dit Théoreme de
Hille-Yosida est un outil puissant pour la caractérisation des générateurs infinitésimaux de
co-semigroupes de contractions sur un espace de Banach. Il a été établi en 1940. On verra

plus loin que ce théoreme possede une version plus générale pour le cas de cyp-semigroupes.

Théoréeme 2.1.2. Soit A un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach X. Alors
A est le générateur infinitésimal d’un co-semigroupe de contractions (S(t))t>o st et seulement
st

1. A est fermé et D(A) = X.

2. on a 0,400[C p(A) et

1
IR A) = (Mdx = )7 < .94 > 0,
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Preuve. D’apres le Théoreme [2.1.1] si A est le générateur infinitésimal d’un cy-semigroupe

(S())e>0, alors A est fermé et D(A) = X. Maintenant, on se donne A > 0 et soit z € X. On

note par
+oo
R(MN)x :/ e MS(t)zdt
0

Montrons tout d’abord que les opérateurs R(A) sont linéaires bornés. En effet, on a
ARy
IRl =l [ eS|

—+o0
§/ e_’\t||x||dt
0
1

=Sz (2.1.2)
et leurs linéarité est triviale. On signale que ces intégrales sont majorées par des intégrales
impropres des applications ¢ — e™*||S(t)||z qui sont continus et uniformément bornées car
Vt > 0, si on note h(t) = e ||S(t)||x, alors ||h(t)|| < ||z||. De plus, pour h > 0, on a

S(h) — Idx
h

RNz

_/0%o e M(S(t+ h)x — S(t)x)dt}
_ /h m e NS ()t — /0 o e—”S(t)xdt]

:e’\h { /h - e’\tS(t):cdtl - /0 m e”S(t):vdt} :

Par I'utilisation de la relation de Chasles, on a

S= =

+o00 +o00 h +oo
/ MG (t)zdt — / MG (t)wdt — / MG (#)dt — / MG(Hedt (2.1.3)
h 0 0 h

et donc, en remplagant dans [2.1.3], il vient que
S(h) — Id 1 +o00 h +o00
MR()\)Q? =— {e’\h (/ e MS(t)xdt —/ e_AtS(t)x)dt) —/ e_’\tS(t)x)dt}
h h 0 0 0
1
h

En faisant tendre h — 0, il vient que

: 1 Ah _
(e =D =A
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A

car cette limite est la dérivée de la fonction f(t) = e au point ¢ = 0. De plus, on a

1 [
lim —/ e MS(t)xdt =
h—0 h 0
et par suite, on trouve que
h)—1
lim S(>—dXR()\)x = AR(N)x —x (existe)
h—s0 h

et par conséquent R(A)z € D(A) et AR(N)xz = AR(\)x — z car par définition

| S(h) — Tdx

Jim . RNz = AR(\)z.

D’autre part, la relation
ARN)xz = AR(M\)x —

implique que

(Mdx — A) RNz ==

(2.1.4)

Remarque 2.1.5. Dans la relation [2.1.4] on a utilisé la commutativité entre le semi groupe

et le générateur qui découle du Théoreme |1.2.4

D’autre part, soit x € D(A), si on pose
Ty = / e MS(t)xdt
0

+00
alors x, — / e MS(t)xdt car
0

+oo
|2 —/ e_’\tS(t)xdtH =
0

+oo 1
/ e_AtS(t)xdtH < Xe_’\”HmH

+oo
et comme e " — 0(n — +00), il vient que z,, — / e MS(t)xdt dans X. De plus,
0

n n n +oo
Az, = A (/ e_)‘tS(t):Udt> = / e MAS(t)adt = / e MS(t) Axdt — / e MS(t) Axdt =y
0 0 0 0

et comme A est fermé, alors

“+o00 “+oo
A ( / eMS(t)xdt) = / e MS(t) Azdt
0 0

(2.1.5)
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Ceci donne
+oo +o0
ROV Az = / e MS(t) Awdt / N A (t)zdt
0 0
400
=A (/ e_)‘tS(t)xdt) = AR(\)z (2.1.6)
0

et par suite, on obtient

R(N)(Mdx — A)x =x pour x € D(A). (2.1.7)

Donc l'inverse de (Aldx — A) (la résolvante de A) existe pour A > 0 et satisfait le fait que
1
IRzl < sl ¥ € X

Pour montrer la condition suffisante, on aura besoin de quelques résultats et lemmes préparatoires.

Lemme 2.1.2. On suppose que A satisfait les conditions 1 et 2 du Théoréme de Hille-Yosida
et soit R(\, A) = (\dx — A)~'. Alors

lim ARN, A)z =2 (z€X)

A—00

Preuve. Tout d’abord, étudions le cas x € D(A). On a d’apres la preuve de la condition

nécessaire du Théoreme de Hille-Yosida
AR(N\, A)x —x = AR\, A)x
et par suite

AR, A)z — zf| = [AR(A, A)z|
= [[R(A, A) Az|
1
< X||Ax|| — 0 quand A — 400

Maintenant, soit z € X, comme D(A) = X, alors soit (z,) C D(A) telle que lim =z, ==z

n—-+oo

et par suite

IAR(A\, A)z — z|| =[|AR(N, A)x — AR(\, A)zp, + AR\, A)xy, + x4, — 4 — 2]
<[AR, A)zn — @] + [J2n — 2] + AR, A) |||l — 2]
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car AR(A, A) est borné (|[AR(A, A)|| < 1) et en utilisant la preuve ci-dessus pour € D(A),

il vient que par passage a la limite que

lim ARN Az ==z

A—>r+00

ce qui termine la preuve de lemme.

Définition 2.1.5. Pour A satisfaisant les conditions 1 et 2 du Théoremé de Hille-Yosida, on

définit I'approximation de Yosida de A par

Hy = MR(M\ A) =A]AR(\, A) — Ix]
=NR(\, A) — Mdx (2.1.8)

Le lemme suivant montre en fait que I’approximation de Yosida de A converge ponctuellement

vers A pour tout x dans D(A).

Lemme 2.1.3. On suppose que A est un opérateur linéaire non borné satisfaisant les hypothése

1 et 2 du Théoréme de Hille-Yosida. Alors Vx € D(A), on a

lim Hyz = Az

A—>+o00

Preuve. On a par définition de H) et par le Lemme

lim Hyx = R lin+1 AR(\, A)Ax = Ax. (2.1.9)

A—r+o00

Ceci donne le résultat.

Proposition 2.1.7. Soit A un opérateur linéaire qui satisfait les hypothéses (1) et (u) du
Théoreme de Hille-Yosida. Si Hy est l’approximation de Yosida de A, alors Hy est le générateur
infinitésimal d’un semigroupe uniformément continue et™>. De plus, Vo € X et YA, Ay > 0,
on a

et g — et || < t||Hy 2z — Hy, x| (2.1.10)

Preuve. Tout d’abord H) est un opérateur linéaire borné car R(\, A) est borné et 'opérateur
Idy est aussi borné et donc d’apres le Lemme et la Proposition|l.1.1] H) est le générateur
infinitésimal du cy-semigroupe unformément continue e’#*d’opérateurs linéaires bornés. De

1
plus, le fait que [|[R(A, A)|| < X,V)\ > 0 montre que
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HetHW _ He—met/\?R(A,A)“ < e—tAetAQHR(A,A)H < 1.

Car e PN IRAOAN = o=MI-AEOAI ot 1 — A|R(N, A)|| > 0 et par suite e est un ¢o-
semigroupe de contractions. D’autre part, de la définition des opérateurs e etfra Ay et

A,,, il est facile de voir que ces opérateurs commutent. Par conséquent,

1
/ <6t5HA1 et(l—s)HA2 l’) ds
0

1
= / et e -9na (A 2 — Ay )| ds
0

e — ettag] =

StHH)\lZE — H>\2ZE||.

Définition 2.1.6. Soit X un espace de Banach et soient A; et A, deux opérateurs linéaires

sur X. On dit que Aj est une extension de A; si D(A;) C D(Ay) et Asx = Ajz, Vo € D(Ay).

Preuve du Théoréme de Hille-Yosida (condition suffisante) : On se donne x € D(A).

Alors, on a
ez — ™ozl < t||Hya — Hy || < tl|Hyx — Az|| + ]| Az — Hy,z). (2.1.11)

De 'équation [2.1.11] et le Lemme il s’ensuit que pour x € D(A),ef» converge pour

A — oo et la convergence est uniforme sur les intervalles fermés bornés due a la convergence

+oo
uniforme de la série E "\ sur les intervalles fermés bornés. Comme D(A) est dense dans
n!
n=0

X et ||et]| <1, il vient que

lim e = S(t)x, Vee X (2.1.12)

A—00

Par application du Théoreme de Banach-Steinhauss ( on aura la famille (S(t)):;>o est une
famille d’opérateurs linéaires bornés) et la méme chose la limite dans I’équation [2.1.12] est
aussi uniforme sur les intervalless bornés pour la méme raison indiquée ci-dessus. Montrons

a présent que la famille (S(%)):>0 est un ¢p-semigroupe.

Propriété algébrique I)

1. Ona S(0)z = lim "2 =z et donc S(0) = Idy.

A—>00
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2. On a

Sty +ty)z = lim e+ = Jim el (et z)
A—r00 A—s00

=5(t)[S(t2)7]
=S5(t1)S(t2)r Vo € X

et par suite S(t1 +t2) = S(t1)S5(ta).

Propriété topologique II)
On a

1Sz — 2| =[S(t)a — o + e — o

<|[S(t)x — e rg|| + [l e — 2.

Alors sur chaque intervalle fermé borné de la forme [0, ], on peut choisir A suffisamment

grand tel que

|S(t)x — etz < g

D’autre part, comme la famille (/1) est un cy-semigroupe, il va exister un intervalle suffi-
samment petit [0, d] tel que

€

tHag ol <
ez — ) < &

t € [0,0[.
Donc si on fixe un certain o > 0 et si on prend 1 = min(«, d), on aura

|1S(t)x — x| <€ pour t<n

et par suite (S(t))i>0 est un cp-semigroupe de contractions.
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